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TRAITE ELEMENTAIRE 



DB 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE 



CHAPITRE PREMIER. 

■i de la Clé«inétrie de«erlpilire.— Propriété* relatives aax 
vroJedlOBfl des pointo ei des lisnoi , e( aax iraee* des 
plaB0« 



i . La Géométrie descriptive a pour objet spécial de ré- 
soudre, par des constructions effectuées sur un plan, tous 
les problèmes qui se rapportent aux trois dimensions de 
l'étendue. 

Les difficultés insurmontables qu'on rencontre à chaque 
instant lorsqu'on veut , par les procédés de la Géométrie 
élémentaire, représenter dans l'espace les données d'un 
problème , et exécuter les constructions nécessaires à sa 
solution, suffisent pour faire comprendre toute l'importance 
de cette branche des mathématiques. 

Supposons , par exemple , qu'on veuille déterminer la 

distance d'un point donné à un plan donné. On sait que 

cette distance se mesure par h perpendiculaire abaissée 

i 
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du point sur le plan : mais comment fixer la direction de 
cette perpendiculaire? comment déterminer le point où elle 
rencontre le plan? Les procédés graphiques ordinaires de- 
venant tout à fait impuissants, on est obligé d'avoir recours 
à des méthodes particulières , dont l'ensemble constitue la 
Géométrie descriptive. 

2. De toutes les méthodes employées pour réduire les 
constructions qui devraient être effectuées dans l'espace , à 
des constructions faites sur un plan unique, la plus simple 
est la Méthode des projections. 

Nous allons faire connaître en quoi elle consiste. 

3. On appelle projection d'un point sur un plan, le pied 
de la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan. 

FiG. 1. Ainsi, concevez que du point A, on abaisse sur le plan 
MN, la perpendiculaire AP ; le pied P de cette perpendi- 
culaire sera la projection du point A sur le plan MN, qu'on 
nomme plan de projection. Il est clair que le point P est 
la projection commune de tous les points de la droite in- 
définie AP. 

4. La projection d!une ligné est le lieu géométrique des 
projections de tous les points de cette ligne. 

FiG. 2. Ainsi, la ligne PQR, qui passe par les projections des 
différents points de la ligne ABC sur le plan MN, est la 
projection de ABC sur le plan MN. Les perpendiculaires 
AP, BQ, CR... étant parallèles entre elles, leur ensemble 
constitue une surface cylindrique, que Ton désigne ordinai- 
rement sous la dénomination de cylindre projetant. 

On peut considérer la projection PQR comme Tinter- 
section de ce cylindre par le plan MN ; et il est évident que 
toute courbe A'B'C tracée sur la surface de ce cylindre, » 
a pour projection, sur le plan MN, la même ligne PQB. 
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5. Quand la courbe ABC est plane , et que son plan 

est perpendiculaire au plan de projection MN , le cylindre 
projetant n'est autre chose que le plan même de la courbe ; 
car les perpendiculaires qui déterminent les projections 
des points de cette courbe sont toutes renfermées dans ce 
plan. Alors la projection de la courbe se réduit à une 
droite. 

n est clair que si la courbe est dans un plan parallèle 
au plan de projection ^ elle se projette suivant une courbe 
qui lui est égale. 

» 

6. Lorsque la ligne à projeter est une droite ABC, les Fig. 3. 
perpendiculaires AP, BQ, CR', etc., abaissées de ses dif- 
férents, points sur le plan de projection MN» sont dans un 
même plan perpendiculaire au plan MN ; les pieds P, Q, 

R, etc., de ces perpendiculaires sont donc en ligne droite; 
et par conséquent la projection (Tune droite est une l^ne 
droite* j T' .. i 

Or, deux points déterminent une droite. Conséqucmmeni, 
pour projeter la droite ABC sur le plan MN, il sufSt dfe 
mener, par deux points A et B de cette droite , des pei>- 
pendiculaires AP et BQ au plan MN, et de joindre^, par oqe 
droite PQ , les pieds de ces perpendiculaires i PQ est la 
projection demandée. 

Remarquons encore que , pour obtenir la projection de 
la droite ABC, on peut mener par cette droite un plan per- 
pendiculaire à MN; l'intersection de ce plan projetant ay6c 
le plan MN est la projection de ABC. 

7. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, la 
projection de cette droite est le point où elle rencontre le 
plan : car les perpendiculaires abaissées des différents 
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points de la droite sur le plan se confondent avec cette 
droite. 

8. Il suit de là que : 1^ tous les points éHune droite 
perpendiculaire à un plan ont la même projection sur ce 
plan (3) ; 2^ la position d'un point n'est pas déterminée par 
la projection de ce point sur un seul plan. 

Nous allons voir maintenant que la position d'un point 
est y au contraire, parfaitement déterminée y rf Ton connaît 
les projections de ce point sur deux plans qui se coupent. 
Mais d'abord, cherchons quelle est la relation qui existe 
entre ces deux projections. 

9. Les perpendiculaires abaissées des deux projections 
d'un points sur V intersection des deux plans de projection , 
rencontrent cette intersection en un même point. 

Pour démontrer cette proposition fondamentale , con- 
FiG. 5e cevons deux plans xy^ et xyt qui se coupent suivant la 
droite xy; si, d'un point À situé hors de ces plans, on 
leur mène des perpendiculaires AP, AF; le plan PAP', 
conduit par ces droites, sera perpendiculaire aux deux 
plans de projection ; par suite , il sera perpendiculaire à 
Tintersection xy ; donc cette droite xy sera perpendicu- 
laire aux intersections PK,P'K du, plan PAP^ avec les 
plans de projection. Les perpendiculaires menées sur Tin- 
tersection xy par les projections P et P' du point A , pas- 
sent donc par un même point E de cette intersection. Le 
principe énoncé est donc démontré. 

10. Lorsque deux points situés dans deux plans qui se 
coupent , sont tel& que les perpendiculaires abaissées de ces 
points sur Vintersection des deux plans de projection , ren- 
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contrent cette intersection en un même points ces deux 
points sont les projections d'un même point de l* espace , 
lequel est entièrement déterminé. 

En effet ^ les droites PK, FK étant perpendiculaires à Fig. 5. 
rintersection xy en un même point K, le plan PEF de ces 
deux droites est perpendiculaire à xy ; donc il est perpen- 
diculaire à chacun des plans xy%, xyt; les droites PÂ et 
FA, menées par les points P et P' perpendiculairement 
aux plans xyz^ xyt, sont donc situées dans le plan PEF; 
et comme elles sont perpendiculaires à deux droites PK, 
FK qui se coupent , ces perpendiculaires se coupent elles- 
mêmes en un point A qui a pour projections les points P 
et F : ce qui démontre la proposition . 

11. D'après les deux principes précédents, pour que 
deux points situés^ans deux plans qui se coupent , soient 
les projections d*un même point de V espace y il faut et il 
mffit que les perpendiculaires abaissées de ces points sur 
V intersection des deux plans de projection rencontrent cette 
intersection en un même point. 

12, Une droite est généralement déterminée^ quand on 
connaît ses projections sur deux plans qui se coupent. 

Menons par chaque projection un plan perpendiculaire au 
plan de projection correspondant : la droite devra se trou- 
ver dans chacun des plans ainsi conduits ; elle sera donc 
rintersection de ces deux plans. 

Par exemple , si a6, a'V sont les projections d'une droite pj^^ g^ 
inconnue , les plans ofcBA , o'^BA menés par ces projec- 
tions, et perpendiculaires respectivement aux plans xyz, 
xyt^ contiendront la droite cherchée ; cette droite sera donc 
rintersection AB des deux plans. 
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15. Deux droites prises arbitrairement dans les plans 
de projection ne peuvent être considérées comme les pro- 
jections d'une même droite , que si les plans menés par 
ces droites , perpendiculairement aux plans de projection , 
se coupent. C'est ce qui arrivera toujours lorsque ces deux 
droites ne seront pas perpendiculaires, en deux points dif- 
férents, à Fintersectiou des plans de projection. 

FiG. 7. 14. Quand les droites ab, dV sont perpendiculaires à 
xy et qu'elles coupent cette ligne en des points différents 
metn, elles ne sont pas les projections d'une même droite. 
Pour le prouver, il suffit de faire voir que le plan amk 
conduit par am^ perpendiculairement au plan xy%^ est pa- 
rallèle au plan dnh mené suivant dn perpendiculairement 
à xyi. En effet, de ce que les plans amk et xyz sont per- 
pendiculaires entre eux, et de ce que xy est perpendiculaire 
à am, il s'ensuit que xy est perpendiculaire sur le plan amk. 
On démontrerait de la même manière que xy est perpendi- 
culaire au plan dnh ; donc les deux plans amky dnh sont 
perpendiculaires à la droite xy, et par conséquent ils sont 
parallèles. 

FiG. 8. 15. Mais si les deux projections ab, db\ perpendiculaires 
kxy, rencontrent cette droite au même point m, alors le 
plan amd de ces droites est perpendiculaire à la fois aux 
deux plans xyz, xyt; de sorte que toutes les droites situées 
dans ce plan ont pour projection ab et db\ Dans ce cas, 
pour achever de déterminer la droite de l'espace, il fout 
donner les projections a, d et b, V de deux de ses points. 

16. Les projections d*une courbe quelconque, fdtss sur 
deux plans qjiise coupent, déterminent généralement cette 
courbe. 
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Par exemple , abc et db'c ^tant les projections d'une Fig. 9. 
même ligne ABC sur les plans xyz^ xyt ; si l'on conçoit deux 
surfaces cylindriçies cctBCA, ac t'BGA, ayant pour bases 
ab'c ei abc, éi dont les génératrices soient respectivement 
perpeadiculaires aux plans xyz, xyt ; Tintersection de ce$ 
surfaces cylindriques déterminera la courbe ABC. 

Lorsqu'on prend arbitrairement une courbe dans chacun 
des deux plans de projection, on ne peut considérer ces. 
deux courbes comme les projections d'une même ligne de 
Tespace que dans le cas où les perpendiculaires aux plans 
de projection, menées par les différents points de ces deux 
courbes, se rencontrent deux à deux dans l'espace. En d'au- 
tres termes, il faut qu'à chaque point de la première pro- 
jection corresponde un point de la seconde : nous nommons 
ici points correspondants ceux qui satisfont à la condition 
énoncée ci-dessus (H). 

17. Pour déterminer un planP, on pourrait se servir des 
projections, sur deux plans qui se coupent, de trois points 
non en ligne droite situés dans le plan P. Mais on a trouvé 
plus commode de fixer la position d'un plan au moyen de 
ses intersections ««,«&, avec les ptons de projection aîj/2, pic^ iq 
xyt. Ces intersections sont ce qu'on nomme les traces du 
plan P sur les plans de projection. 

Quand les deux traces aa, ab d'un plan ^ont données , 
la position de ce plan est entièrement déterminée; car deux 
droites qui se coupent déterminent un plan. En général, 
le plan P et les deux plans de projeôtion forment un angle 
trièdra qui a pour arêtes 4es deux traces et l'intersection 
des deux plans fixes. Ainsi, les deux traces d'un même plan 
doivent couper en un seul point V intersection des plans de 
pr<^ection. 
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18. Examinons quelques positions particulières du 
plan P. 

l^ Sile plan est parallèle à Vun des plans de projection; 
il est clair qu'i/ n^aura pas de trace kur ce dernier plan. Sa 
trace sur Vautre plan de projection sera parallèle à Tinter- 
seetùm des plans de projection. 

« 

2^ Si le plan coupe les deux plans de projection, mais 
, qu'il soit parallèle à leur intersection, ses deux traces sC" 
ront parallèles à cette intersection 

S^ Si le plan est perpendiculaire à Vintersection des deux 
plans de projection , ses deux traces seront aussi perpendi- 
culaires à cette intersection. 

¥ Enfin , si le plan passe par Vintersection des deux 
plans de projection, sa position ne sera plus déterminée : 
il faudra y ou bien donner sa trace sur un nouveau plan 
qui coupe les deux premiers suivant une droite autre que 
xy, ou bien donner un point situé hors de xy et par lequel 
le plan soit assujetti à passer. 

19. On voit déjà, par ce qui précède, qu'en rapportant 
les points et les lignes.de l'espace à deux plans qui se 
coupent, il est facile de déterminer ces points et ces lignes 
au moyen d'autres lignes et d'autres points situés dans ces 
plans. 

Jusqu'à présent, nous n'avons fait aucune hypothèse par- 
ticulière sur l'angle des deux plans de projection. Mais afin 
de rendre les constructions plus simples , nous suppose- 
rons, dorénavant, que cet angle est droit. Afin d'abréger le 
discours, nous regarderons l'un des deux plans de projec- 
tion comme horizontal et l'autre comme verticalf quoiqu'ils 
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puissent avoir des positions quelconques. L'interseetion des 
deux plans de projection se nommera ligne de terre. 

20. Lorsque nous dirons qu'un point est donné f ou 
qu'une ligne est donnée, nous entendrons que les projec- 
tions de ce point ou de cette ligne sont données. Lorsqu'un 
plan sera donnée ses traces seront supposées connues. Quand 
nous proposerons de déterminer un points ou une droite j 
ou un plan, il s'agira de construire les projections du points 
ou celles de lu droite, ou les traces du plan. 

Les projections et les traces prendront le nom du plan 
de projection dans leqnel elles se trouveront. Ainsi, les 
projections et les traces situées dans le plan vertical seront 
les projections et les traces verticales. Suivant qu'une droite 
sera parallèle au plan horizontal de projection ,' ou qu'elle 
sera perpendiculaire à ce plan, nous dirons que cette ligne 
est horizontale ou qu'elle est verticale. On dit dans le même 
sens qu'un plan est horizontal ou qu'il est vertical, suivant 
qu'il est parallèle ou perpendiculaire au plan horizontal de 
projection. 

21. De ce que les plans de projection sont supposés 
rectangulaires , il résulte ce qui suit : 

l^ Si un point ou si une ligne est dans Vun des deux 
plans de projection, m projection sur Vautre plan sera sur 
la ligne de terre. 

En effet, les perpendiculaires qui déterminent cette pro- 
jection sont comprises da;is le premier plan. 

2^ Si une ligne est dans un plan parallèle à Vun des 
plans de projection, sa projection sur Vautre plan sera une 
droite parallèle à la ligne de ,terre. Par exemple , si une 
ligue est dans' un plan horizontal, les perpendiculaires qui 
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déterminent sa projection vertieale sont renfermées dans 
ce plan horizontal; donc la projection verticale sera l-ia- 
tersection de ce dernier plan avec le plan vertical de pro- 
jection, c'est-à-dire une parallèle à la ligne de -terre. 

3® Si un plan est perpendiculaire à Fun des deut plans 
de projection, sa trace sur Vautte plan sera perpendiculaire 
à la ligne de terre. 

Par exemple, un plan perpendiculaire au plan horizontal 
a pour trace verticale une perpendiculaire à la ligne de 
terre. 

4^ La distance d^un point de V espace au plan hprizontal 
e^t égale à la perpendiculaire abaissée de sa projection 
verticale sur la ligne de terre, et la distance d* un point 
de V espace au plan vertical est égale à la perpendiculaire 
abaissée de sa projection horizontale sur la ligne de terre. 

FiG. 5. Soit Â un point dont les projections sont P et P' ; par 
AP et âF faisons passer un plan qui coupé en K la ligne 
de terre; nous obtiendrons ainsi un rectangle APKF. 
En effet , les angles APK, ÂP'K sont droits parce que AP 
et AP' sont perpendiculaires sur les plans de projection , 
et Tangle PKF est droit parce qu'il mesure l'inclinaison 
des deux plans de projection, lesquels sont supposés per- 
pendiculaires entre eux; donc le quadrilatère APKP' est 
un rectangle; d'où il suit que AP=FK et AP'=PK. 

22. Les explications précédentes suffisent pour faire 
pressentir la possibilité de résoudre les problèmes qui se 
rapportent aux trois dimensions de l'étendue, par des con- 
structions renfermées dans deux plans qui se coupent et 
que nous supposons rectangulaires. Mais afin de simpli- 
fier les constructions autant que possible» et de réunir le« 
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deux projections sur un seul dessin , on fait tourner le 
plan vertical xyt autour de la ligne de terre xy, jusqu'à Fio. 11. 
ce cpi'il vienne en xyt sur le prolongement du plan ho- 
rizontal xyz. De cette manière, toutes les constructions 
seront réellement effectuées sur le plan l^orizontal; mais 
il faudra sans cesse concevoir par la pensée les projec- 
tions verticales remises à leur place au moyen d'un quart 
de révolution autour de la ligae de terre. Quant aux points 
situés hors des plans de projection , ils ne paraîtront pas 
dans les figures; mais il sera facile de se représenter la 
véritable position de ces points, à l'aide de leurs pro- 
jections. 

Par exemple, a et (f étant les projections d'un point A 
de l'espace , qui n'est pas indiqué dans la figure, on cou- Fig. 12. 
cevra que le plan vertical, que l'on suppose déjà rabattu 
sur le plan horizontal , fait un quart de révolution autour 
de xy ; les plans de projection étant alors perpendiculaires 
Pun à l'autre, si par les points a, a' on conçoit des perpen- 
diculaires au plan horizontal et au plan vertical, la rencontre 
de ces perpendiculaires sera le point A de l'espace , dont 
les projections sont a et a. 

23. Après le rabattement du plan vertical sur le plan 
horizontal, les deux projections d'un même point sont situées 
sur une même perpendiculaire à la ligne de terre. 

En effet, concevons que les plans de projection xyz, Fig. 11. 
xyt étant dans leurs position^ primitives , c'est-à-dire per- 
pendiculaires l'un sur l'autre, les projections d'un point A 
de l'espace soient a et a'; les perpendiculaires menées 
des points a et a' sur xy, passeront par un même point p 
At xy (9); si le plan vertical tourne autour de xy pour 
venir s'appliquer sur le plan h^nxontal^ la droite dp ne 



i2 TEAim ÉLfiHEElTAIllE 

cessera pas d'être perpendiculaire kxy; et quand le plan 
vertical icyt coïncidera avec le plan horizontal, le point a' 
sera en afy à une distance a^p du point p égale à o^p, et sur 
le prolongement de ap. 

24. D'après cela, pour^que deux lignes se coupent dans 
r espace y il faut et il suffit que le point de rencontre de leurs 
pri^ections verticales et le point de rencontre de leurs pro- 
jections horizontales se trouvent sur une même perpendi- 
culaire à la ligne de terre. 

25. Lorsque deux droites ÂB, CD sont parallèles^ leurs 
projections sur un même plan sont parallèles. 

FiG. 4. ^^ ^fi^t 9 l^s P^^i^s projetants BAP et DGR sont paral- 
lèles entre eux comme étant perpendiculaires sur le même 
plan MNy et passant par deux droites parallèles ; donc les 
intersections de ces plans avec le plan MN sont des droites 
parallèles. Or, ces intersections sont précisément les pro- 
jections des lignes AB et CD; le principe es( donc démontré. 
Réciproquement y si les projections de deux droites, sur 
deux plans qui jse coupent, sont parallèles sur chacun de 
ces plans, ces deux droites sont parallèles; car elles sont 
les intersections de deux plans projetants parallèles entre 
eux avec deux autres plans projetants parallèles entre eux. 

26. Lorsque deux droites AB, CD sont perpendiculaires 
entre elles , leurs projections sur un même plan ne 'sont pas 
nécessairement perpendiculaires entre elles. 

En effet , par le j^oint A de la droite AB , on peut mener 
à cette droite une infinité de perpendiculaires qui toutes 
sont contenues dans un. même plan P perpendiculaire à 
ÂB au point A. Lorsque ce plan P n'est pas en même 
temps perpendiculaire au plan de projection , ce qui arrive 
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toutes les fois que AB n'est pas paraUële à ce dernier plan ; 
alors toutes les perpendiculaires à AB menées par le point 
A ont des projections différentes. Une seule de ces perpeh- 
diculaires à sa projection perpendiculaire à celle de la 
droite AB ; c'est celle qui est contenue dans le plan proje- 
tant perpendiculaire à la projection de la droite AB. 

Ainsi, lefsque deux droites AB et CD sont perpendicu- 
laires l'une sur l'autre , leurs projections sont en général 
obliques. Seulement il résulte de ce qui vient d'être dit, 
que si la droite AB est parallèle à Vun dçs plans de prince- 
tion, la projection sur ce pian de la perpendiculaire, CD 
sera perpendiculaire à la projection de AB. 

Enfin 9 si la droite AB était parallèle aux, deux plans 
de projection , cest^à-dire parallèle à la ligne de terre ^ 
alors seulement Us deux projections de la perpendiculaire 
CD seraient perpendicuMres aux projections de AB. 

27. Lorsqu*une droite AB est parallèle à un plan P, les 
projections de AB ne sont pas nécessairement parallèles 
aux traces du plan. 

En effet, on sait que par un point A on peut mener une 
infinité de droites parallèles à un plan P> lesquelles sont 
toutes contenues dans un même plan Q parallèle au plan 
P. Toutes ces droites ont des projections différentes tant 
que le plan Q qui les renferme, et par conséquent le plan 
P parallèle à Q , n*est pas perpendiculaire au plan de pro- 
jection. Une seule de ces droites a $a projection parallèle 
à la trace du plan P, c'est la parallèle à la trace de ce 
plan ; car cette droite est parallèle au plan de projection , 
et par conséquent elle est parallèle à sa projection sur ce 
plan. Ainsi > lorsqu'une droite AB est parallèle à uû plan 
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P, les projections de la droite sont en géoérai obliques 
par rapport aux traces du phu. Seulement, m le phn P 
était perpendiculaire à Tun deâ plans de projeeUon, la 
projection de ÂB sur ce plan serait parallèle k la trace ^e 
P sur le même plan de projection ; si le plan P était per- 
pendiculaii;e aux deux plans de projection ou k la ligne de 
terre , alors les deux projections de ÂB seraient parallèles 
aux deux traces du plan P. 

2è. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un pîcn, 
les projections de ' la droite sont respectivement perpendi- 
culaires aux traces du plan. 

FiG. 13. Soit BCK un plan quelconque dont la trace sur le plan 
de projection MN est la ligne BG ; et soit AP une droite 
perpendiculaire au pian BCK. D'un point A de AP, abais- 
sons AQ perpendiculaire au plan MN, et faisons passer un 
plan par AP et AQ ; ce plan coupe le plan BCK suivant la 
droite HP, et le plan MN suivant la droite RQ qui est la 
projection de AP sur le plan MN. Actuellement, le plan 
PAQR passant par les droites AP et AQ respectivement 
perpendiculaires aux plans BCK et MN> est perpendicu- 
laire sur chacun d'eux, et par suite perpendiculaire à leur 
intersection BC. Réciproquement, BC est perpendiculaire 
au plan PAQR; donc BC est perpendiculaire sur RQ. La 
trace du plan est donc perpendiculaire k la projection de 
la droite , ce qui démontre le principe énoncé. 

La réciproque de cette proposition est généralement 
vraie, c'est-k-dire que, si les projections d'une droite sont 
respectivement perpendiculaires aux- traces d'un plan, la 
droite est perpendiculaire au plan. En effet, de ce que les 
traces du plansdnt respectivement p^endiculaires aux 
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projectioiis de la droite» il s'ensuit que ces traces sout res- 
pectivement perpendiculaires aux deu^ plans projetants de 
la droite. Par conséquent» le plan donné» qui contient ces 
deux traces» est k la fois perpendiculaire à ces deux plans 
projetants » et par suite » perpendiculaire à leur intersec- 
tion commune» laquelle n'est autre chose que la droite de 
l'espace. 

29. Cette réqjproque est en défaut dans le cas où les 
deux projections de la droite seraient perpendiculaires à la 
ligne de terre. 

En effet » dans ce cas » les deux plans projetants étant 
confondus » la position de la droite est indéterminée ; et 
cette droite pourra faire un angle quelconque avec un plan 
dont les traces seraient parallèles à la ligne de terre» c'est- 
à-dire perpendiculaires aux projections de cette droite. 

30. Les traces de deux plans perpendiculaires entre eux 
ne sont pas nécessairement perpendiculaires entre elles. 

On sait que tous les plans qui passent par une perpen- 
diculaire âB à un plan P» sont perpendiculaires à ce plan ; 
de là il résulte qu'on ne peut rien conclure sur la direction 
des traces d'un plan P' perpendiculaire à P. Seulement, 
si les plans P et P' sont perpendiculaires à l'un des plans 
de projection » leurs traces sur ce dernier plan seront per- 
pendiculaires entre elles. 

51. Nous allons maintenant exposer les solutions des 
problèmes relatifs à la ligne droite et au plan ; mais afin 
de rendre les explications plus faciles à suivre » nous éta- 
blirons» comme cela se fait ordinairement» quelques con- 
ventions relatives au mode de représentation des différentes 
parties qui constituent les figures. 
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1®. Nous supposerons que l'cûl de l'observaienr est placé 
au-dessus du plan horizontal ou en avant du plan yertieal» 
et à une distance infinie du plan sur leqpiel se fait la pro- 
jection. 

2® Les parties d'un objet cachées à l'ceil de l'observa- 
teur, soit par l'objet même, soit par les plans de projection 
seront supposées invisibles. 

3* Les grandes lettres A, B, G, etc., indiqueront des 
points de l'espace ; ces lettres ne paraîtront point dans les 
figures; les petites lettres correspondantes a, b,x, etc., 
employées sans accents, serviront à désigner les projec- 
tions horizontales des points À, B et G ; ces petites lettres 
affectées d'un accent, c'est-à-dire o', b\ c\ etc., indique- 
ront les projections verticales des mêmes points A, B, 
G, etc. 

4^ Nous désignerons souvent un point de l'espace par 
ses deux projections; ainsi, lorsque nous parlerons d'un 
point (a, a')f il s'agira du point A dont les projections sont 
a et (f. 

5^ La ligne de terre sera toujours désignée par xy. 

32. On nomme épure la feuille qui contient le tracé de 
toutes les constructions d'un problème. 

On distinguera dans une épure : 

1** Les lignes principales, c'est-à-dire celles qui repré- 
sentent les données et les résultats d'un problème ; elles 
seront marquées par un trait plein et continu, lorsqu'elles 
seront visibles; elles seroïd ponctuées ^ c'est-à-dire tracées 
en points ronds, si elles sont invisibles. 

2» Les lignes auxiliaires, c'est-à-dire toutes celles qui 
ne seront employées que comme des moyens d'arriver à la 
solution du problème ; ces lignes seront' toujours pointillées 
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ou composées ^e petits traits d'ég^felonigtfettr, qu^^lles 
soieik visibles ou invîsfbles. 

I^ârs^e parmi ces fignefe-auxitiaires il S'en trouvera quel- 
qu'une qui offrira phis d'impbrtaace » et sur laquelle on 
voudra appeler Fattèntion d'ùrte nraîiîère particulière , ou 
pourra la représenta par une ligner mxte^ composée d« 
petits traits séparés par un ou plusieurs points ronds*; 
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CHAPITRE II. 



XutCMMltoM dem droites et de» pkuui.-^ prellM el plm» 
détermliiéii par dlveniee condition*. 



m ■' 



z. 

Connaissant les projections d*ane droite, trouver ses traces, c*est-à-dire 
les points on elle rencontre les plans de projection. 

FiG. 14, 33. Supposons que les projections ab, a'b' de la droite 
donnée coupent la ligne de terre aux points b et a'. 

Pour trouver la trace horizontale de la droite , c'est-à- 
dire le point où elle perce le plan horizontal , on observe 
que ce point , appartenant au plan horizontal, doit avoir 
sa projection verticale sur la ligne de terre xy (21); cette 
projection doit aussi se trouver sur a'i', projection ver- 
ticale de la droite , car a'6' contient les projections verti- 
cales de tous les points de la droite donnée ; donc le point 
a', où a^b' rencontre xy , est la projection verticale de la 
trace horizontale de la droite. Si donc on élève «'a per- 
pendiculaire sur xy, l'intersection a des droites aa' et ab 
sera ta trace horizpntale de la droite donnée. On verra de 
même que, si par le point b, où la projection horizontale ab 
rencontre la ligne de terre , on élève 6fc' perpendiculaire 
sur xyy son intersection 6' avec la projection verticale a'b', 
sera la trace verticale de la droite. 

De ce qui précède , on tire cette règle générale : pour 
déterminer la trace horizontale d*une droite, on prolonge la 
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frofeeUan ifettkale ju$qu*à la ligne de tittê; par lé pMt 
de rencontre on mène dans le plan hori%ûintal une péfpMU 
Salaire à la ligne de terre ? telle perpendimAiAré t)a tou- 
fer la projection horizontale de la droite au point ehetùhfi 
PareiUemenl ^ peur avoir la trace verHeak de la dfûitej on 
prolonge la projection hqritontale jusqu'à sa rinù&l/Ure a»eo 
la ligne de terres par le pohU ainsi obtenu on élève dam le 
plan vertical une perpendiculaire à la ligne de terre : eetie 
perpendiculaire coupe la projection verticale de la droite au 
point demandé. 

34« Lorsqu'on change la position de la droite donnée , 
les points a et b' où elle perce les plans de |)roJectiOtt 
changent aussi. Nous remarquerons d'abofd les eai indl» 
qués par les figures 14, 15, 16 et 17. 

Dans la figure 14, la droite rencontre le plan horizontal 
en a en avant du plan vertical, et le plan vertical en b' M* 
dessus du plan horizontal. 

Dans la figure 15, la trace horâontâle a est derrière le 
plan vertical, et la trace verticale b' est aïKdeisus du plifi 
horizontal. 

Dans la figure 16, la trace horizontale a est deVaât le 
plan vertical, et la trace verticale V est au<4esloiis du plaft 
horizontal. 

Dans la figure 11, la trace horizontale a est derrière le 
plan vertical, et la trace verticde b' est an-ddesons du pin 
horizontal. 
35. Examinons encore les cas partieutters suhrante t 
1^ La droite est horizontale, c'est-à-dire située dans un 
phn parallèle au plan horizontal. 

est évident que dans ce cas la ^otte a peur fnro}ee« 
tien horizontale une droite quelconque teDe qse «fr, et Fie. 18. 
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(V>ur projection yertieale une droite a'b' parallèle à la. ligne 
de terre. Sa trace verticale est en.i'. 

2^ La droite est située dans un plan parallèle au plaà 
vertical. 

La droite donnée a pour projection verticale une droite 
FiG. 19. quelconque telle que a'b\ et pour projection horizontale 
une droite ab parallèle à la ligne de terre. Sa trace hori^ 
zontale est en a. 

3^ La droite donnée est parallèle à la fois aui deux plans 
de projection. 

Il est clair que .dans ce cas la droite est parallèle à la 

ligne de terre. Par conséquent, ses deux projections ab, 

riG. 2U. ^ff^f^ g^jjj parallèles à xy. Elle n'a ni trace horizontale ni 

trace verticale. 

• 4^ La droite est contenue dans Tun des plans de pro- 
jection, dans le plan horizontal, par exemple. 

FiG. 21. DdQ^ ce cas, la droite ab est elle*-méme sa projection 
horizontale ; sa projection verticale est la ligne de terre ; et 
elle a pour trace verticale le point 6, où elle rencontre la 
ligne de terre. 

5^ La droite est perpendiculaire à Fun ou à l'autre des 
pians de projection, au plan horizontal, par exemple. 

FiG. 22. D'après cette position de la droite, sa projection hori- 
zontale se réduit à sa trace horizontale a ; sa projection 
verticale est d'¥ perpendiculaire à la ligne de terre. D'aile 
leurs, la droite n'a pas de trace verticale. 

6^ La droite est dans un plan perpendiculaire à la ligne 
de terre. 

FiG. 23. Lorsqu'un plan aaô' est perpendiculaire à la ligne de 
terre, ses deux tracés aa, a¥ sont situées sifr une même 
droite perpendiculaire à cette ligne. Toute 'droite située 
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Ams^ee plan a pour projections les traces du plan. Par 
conséquent , pour qu'une pareille droite soit déterminée , il 
faut que Von donne les projections de deux de ses points. 
Supposons donc que m^ m' et n^ n' soient les projec- 
tions de deux points de la droite. Faisons tourner le plan 
oocfb qui U 'contient^ autour de sa trace horizontale aa, 
jusqu'à ce qu'il soit rabattu sur le plan horizontal. Dans 
ce mouvement, chacun des points de la droite décrit dans 
l'espace mie drcoqférence dont le plan est perpendiculaire 
à aa, dont le centre est le pied de la perpendiculaire abais- 
sée du point sur aa^ et dont le rayon est cette perpen- 
diculaire. Il est facile de voir, d'après cela, qu'en décri- 
vant, du point a comme centre, l'arc m'm"^ menant mM 
parallèle à la ligne de terre, et vfM perpendiculaire, à cette 
ligne, le point (m, m') sera rabattu en M. On obtiendrait 
de la même manière le rabattement N de Tautre point de la 
droite. Par conséquent, MN est le rabattement de la droite 
(mu, m'n'). Les points a et 6^, où MN rencontre la' trace 
horizontale du plan et la ligne de terre , sont les rabatte- 
ments des traces horizontale et verticale de la droite. 

Pour avoir ces traces elles-mêmes , il faut replacer le 
plan aûd>' dans sa position primitive, en le faisant tourner 
de nouveau autour deaa; le point If se porte alors, en y 
sur un arc de cercle décrit de a comme centre avec aV 
pour rayon. 

Quant au point a qui appartient à l'axe aa, il reste im- 
mobQe. Nous obtenons ainsi, en a et en b\ les traces ho- 
rizontale et verticale, de la droite. 
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CoDonssani les deux iraees (Tune droite, trouver ses deux projeetions. 

FiG. 14. S6. Soient a et b' les deux traces de la droite. La trace 
horizontale a est elle-même sa projection horizontale, et sa 
projection verticale est le pied a' de la perpendiculaire aa' 
abaissée du point a sur la ligne de terre. Semblablement ^ 
la trace verticale b' de la droite est elle-même sa projection 
verticale, et sa projection horizontale est au point b, inter- 
section de xy avec la perpendiculaire b'b. Donc a et ft, a' 
et ft'i^sont les projections horizontales et verticales de deux 
points delà droite; donc a2^/ a'6' sont les deux projec- 
tions de cette droite. 



Connaissuit les projeetions de deux points, trouver les projeetions et h mie 
grandenr de la droite qui joint ces denx points. 

FiG. 25. 37 Soieoit a et a\ b et W les projection» da deux points 
A 0i B; il est elalr qu'en tirant les droites ab «t a*b\ on i^ 
les proyaetioaa 4e la drcûte Afi qui joint dans Teapito^ lea 
deux pointa. Pour avoir la véritable grandeur de <ettft 
droite, remarquons d'abord que les droites A«» Bi* qitt 
jûipent les points A et B avec leurs projeetiona horvc^n- 
lales « et b, sont vertiealea, et égales re&peetivement k <xm' 
et ^b' (21 , 4^) ; ces verticales fonoeut avec a^ et AB w 
trapèze dont le plan est vertical et dans lequel les angles en 
a et en fr sont droits. Faisons tourner ce trapèze autour de 
ab jusqu'à ce qu'il soit venu se rabattre sur le plan bon- 



KOBtal : les deux côtés verticaux du trapèze auront pour ra- 
battement les droites m, bm perpendiculaires à ab, et res- 
pectivement égales à oca' et /36^ Quant à la droite inconnue 
AB, elle se rabattra suivant mn. 

Cette construction peut être simplifiée ; car si Von ima- 
gine parle point B une droite BG parallèle à ab, et terminée 
k la verticale ak , on formera ainsi un triangle rectangle 
ayant pour base BG , pour hauteur la différence des deux 
verticales aA, bB, et pour hypoténuse la distance cherchée 
AB. Il suit de là que si , par le point a , on mène ni per- 
pendiculaire à ab et égale à la différence entre txa' et /3ft', 
et qu'ensuite on tire bl^ cette droite se^a égale à AB. 

Pour indiquer, sur Fépure, que l'on prend al=aa'^^b\ 
on mène b'q parallèle à la ligne de terre; on décrit, du 
point q comme centre, Tare a's ; on mène st perpendicu- 
laire h xy; on mène encore at parallèle à xy ; enfin » du 
point a comme centre , on décrit l'arc tl 

Cette seconde construction peut, à son tour, être nota- 
blement simplifiée. En effet, menons, comme tout à l'heure, 
b'q parallèle à wy ; prenons , sur cette droite, qp=:abf et 
tkiùM a^p. Cette dernière droite sera encore égale à AB; 
* car l6 tviang^' rectangle a'qp est évidemment égal à M, 
e'est-à-dire égal au triangle ACB dans l'espace. 

. Si Tan raisonne, par rapport au plan vertical, comme 
on l'a; fàil relativement au plan horizontal, on obtiendra 
troift astres golntîons du problème. Gela fait donc, en tout, 
$ix cQBvmctàw» iMéreiites, qui doivent toutes^ donner le 
néme résidtat. 

3S. Examinons les cas particnhers suivants : 

i^ Le prifDtiier point est sitné dans Tun des plans de 
projection ; le second point est quelconque. 
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Si le point A est situé en a dans le plan horizontal» sa 
projection horizontale sera a et sa projection verticale scana 
Fi6. 26. en a' sur la ligne de- terrç. On reconnaît facilement que 
dans ce cas la vraie grandeur de la droite AB» est l'hypoté- 
nuse d'un triangle rectangle dans lequel les deux côtés de 
l'angle droit sont égaux à ab et b'fi. Poui* construire ce 
triangle sur le plan vertical , on prend ^(f= ba, ce qui se 
fait en menant bc parallèle à â?y et égale à ab, et abaifisant 
e(f perpendiculaire sur xy. On joint ensuite les points oT 
eH>\ et on obtient ainsi la droite ^^Mqui est la vraie dis- 
tance de A à B. 

On peut aussi obtenir la longueur de AB en faisant tour- 
ner autour de ab le triangle rectangle aBfr, pour le rafiattre 
«ur le plan horizontal. 

Ce triangle prend alors la position amp, et am est encore 
la vraie distance de A à B. 

^ L'un des deux points est situé dans le plan horizon- 
tal , Vautre est dans le plan vertical. 

• « 

FiG. S7 Soient a et b[ les deux points donnés : les projections 
de la droite qui les joint sont ab et a'b\ On voit facilement 
que cette droite est l'hypoténuse d'un triangle rectangle 
dans lequel les côtés de l'angle droit sont ab et bb\ ou 
qu'elle est l'hypoténuse d'un autre triangle rectangle dans 
lequel les côtés sont aa' et a'b'. Si on fait tourner le pre- 
mier triangle autour de ab pour le rabattre sur le plan ho- 
rizontal, on obtient la droite am pour la israiei longueur de 
la droite qui joint les deux points donnés. Si, au contraire, 
on' fait tourner l'autre triangle autour de bb' pour le rabattre 
sur le plan vertical» on ob^tient b^n pour la vraie grandeur 
de la droite. 
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Ckmime vérification, les longueurs om et fr'n doivent être 
égales. 

3^ L'uu des -deux points est situé sur la lipe de terre ; 
le second paint est quelconque. 

Supposons que le point donné A soit en a sur la ligne Fig. 28. 
de terre, et que le point B ait pour projeotions b et b'. La 
droite âB est l'hypoténuse d'un triangle rectangle qui' a 
pour côtés ab et fr'/3 , ou bien elle est l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle dont les côtés sont ab' et b/S. En rabat- 
tant le premier de ces triangles sur le plan horizontal ou 
le secoipd sur le plan vertical, on obtieat pour la vraie gran- 
deur de ÂB les droites am et an. 

¥ Les deux points A, B sont situés dans le même plan 
de projection , dans le plan horizontal , par exemple. 

La droite qui les joint sur le plan horizontal, est la vé- 
ritable grandeur de la droite AB. 

5^^ Les deyx points sont situés sur une même droite per- 
pendiculaire à' l'un des plans de projection , au plan hori- 
zontal , par exemple. 

Dans ce cas, la droite n'V qui joint les projections ver- Fio. 29. 
ticales a' et V des deux points , est la véritable grandeur 
de la droite AB. 
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Trouver, sar une droite donnée, un point qui soit à une distance donnée 

d'un point donné sur eette droite. 

59. Soient.ed, c'd\ les deilx projections de la droite, Fio. 24 
a'd' le plan qui la projette sur le plan vertical, Faisons 



toimier ce plan tHtwff de sa trame bersoMab «of pur le 

rabattre sur le plan horizontal : la trace horizoïrtak.f; d» 
ladcoite, aipparlenant à Taxe» reste immobile ; i|ttaat'à la 
trace verticale d\ elle se rabat en é' à Uinteraectmi de là 
Ëgne de terre et de Tare déerk du point e!: tmmét «ebtre 
arec c'd' pour rayon. Le rabattement de b dlroîte'jdboqnée 
est donc cd!\ Pour avoir le rabattront du pmti donné» 
dont les projecâens sont a, u\ on opère: coinmd.dim h 
problème III, et l'on trouve A pour oe rabattem^iit» Fret 
nons maintenant sur la droite^ à partir de A ,: «te disUmoe 
AB égale à la longueur donnée i B sera le rabattement 
du point cherché. Les pro^eetions b et b' de ee fioint s'ob* 
tieimont, la preoBiière en menant par B une parallèle Bb 
à 0^, la seconde en abaissant Blf perpendicnlairo sur o^y^ 
et .décrivant du point c^ avec c'6'^ pour rayon» l'arc de 
cer<:le ¥b'. 

La construction précédente comporte daix vérifications. 
D'abord > le point A > intersection de k ptraUèlo oA ot 
de la perpendiculaire o^'A à xy^ doit se trouver swr le 
rabattou^t ed^ de la droite donnée; ensuite les^ points 
b et b\ obt^tts comme nous Tayotus indiqué» dôrveat 
se trouver sur une môme perpendiculaire à la ligne de 
terre. 
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PHOBUâMIl V. 

. Connaissant hs traeas da deux plans, eonstroire les prpjaetions 

àtkwt biterseetioD. 

Fte. 80. 4(). Soient ««, ««'"les traces du premier plan, et |3fr, ^b' 
les traces du second plan. II est dair qne^le peint n oA se 



c«i9mt Iw trteesiioiîsoiitales» et le p^iptm' oè se coupent 
U» traow Tenicdes, ^q^partiennént à l'intersection des 
diw fi$m^ Sone U droite qai dans l'espaoe joint le poini 
n an point mU 6St oette istenection. Le point n étant sur 
le plan lnorizentad ^ U est lui-Diéme sa pfojeetion horizon- 
tale; quant à sa projection verticale n^ on Tobtient en 
abufesant 7m\ perpendieulairo sur la ligne de terre. Pareil- 
lement le point m' est lui-même sa projeetÎGn verticale , el 
sa prd^eeiiOA horizontale m se trouve en abaissant tn'm 
perpendicuUire à «y. Banc; en tirant les droites mn et m'nf 
on aura les projections de l'intersection des deux plans. 
4i« Itons allons esaminer les cas particuliers suivants : 
\^ Um des pla&s donnés est perpendicHkire sur l'un 
des pbms de projection , sur le plan horizratal, par exem^ 
pie; l'auUe plan est quelcoofue. 

Le premi^ plan aoui' étant perpendiculaire au plan ho* Fig. 31 . 
ràùntaU ft sa trace horiKontale ma quelconque, et sa trace 
verticale maf perpendieulaire à xy. L'isterseetinn des deux 
plans a pour projeetioa horiaontale la trace horizontale au 
du premier de ces plans, et pour projection verticale la droite 
Wn\ qu'on obtient comme dans le cas général. 

2® Les deux plans donn^ sont perpendiculaires à nn 
laéine plan de projection, au plan horizontal, par exemple. 

Soient Mû\ b^' les deux plans donnés. Si leurs traces Fio. 32 
horizontales «d, 0fr s^ co^^ent au point n, comme on le 
suppose dana l'épure , l'intersection des deux plans sera 
une perpendiculaire au plan horiiontal, apnt pour projec- 
tion hprizontala le point n« et pour projection verticale la 
droite n'm' perpendiculaire à jpi/. 

3f L'un des plana o&t peipeudioiriaira à ta ligne .de terre ; 
l'ambre onquel^wfttii* 
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Fi6. 33. Le premier pUn étant perpendiculaire à la ligne de terre, 
ses deux traces &j3 et b'^ sont sur une même perpendicu- 
laire à cette droite. Dans ce cas , l'intersectiou des deux 
plans a pour projections les traces de ce plan., 

4® Les deux plans sont perpendiculaires à la ligne de 
terre- 

Ils sont par conséquent parallèles , et il n'y a pas lieu à 
chercher leur intersection. 

5^ Le premier plan est parallèle à Tun des plans de pro- 
jection, au plan horizontal; par exemple; le second plan 
est quelconque. 

Le premier plan étant parallèle au plan horizontal, a 
FiG. 34. pour trace verticale une droite pq parallèle à xy. L'intersec- 
tion de ce plan avec le second plan axa' doit être parallèle 
à la trace horizontale de celm-ci , parce que les intersec- 
tions de deux plans parallèles par un troisième sont paral- 
lèles. Or, cette intersection a pour trace verticale le point 
m', qui se projette horizontalement en m; elle a donc pour 
projections les droites pq et mn, respectivement parallèles 
kxyeikaa (25). 

6^ L'un des plans donnés est parallMevau plan horizon- 
tal]; Tautre est perpendiculaire à la ligne de terre. 
FiG. 35. / Soient p9 et aaa' les deux plans donnés. L'intersection 
de ces deux plans est une parallèle à a<x menée par le point 
m' oii se coupent lés traces verticales' des d^ix plans. Donc 
elle a pour projection verticale le point n»' et pour projec- 
[ tion horizontale la droite aa. 

1^ L'un des plans donné» est parallèle à la ligne de terre; 
l'autre est perpendiculaire à cette ligné. 
FiG. 36. Soient ab, a'b' les traces du plan pardièle à la ligne 
de terre ; et soit cac' le plan perpendiculaire à cette droite. 



DR iAOMtnUB BEKIIPTITB. 29 

Le$ traces de l'iiitepséetion cherchée sont les points n^n'. 
Cette imerseelion a donc pour projections m et on'. 

8<> L'uh des plans est parallèle au plan horizontal, Taulre 
est parallèle à la ligne de. terre. 

Dans ce cas, la construction générale n'étant pas appli- 
cable , on cherche les intersections des deux pUus donnés 
avec un plan auxiliaire , et Ton détermine le point, de rcQ- 
contre de ces deux droites. Ce point appartiendra nécessai- 
rement à l'intersection des deux plans donnés ;. et comme 
cette intersection doit être parsdlèle à la ligne de terre , çljie 
sera complètement déterminée. 

Ordinairement , on prend le plan auxiliaire perpendicu- 
laire à la ligne de terre ; on le considère alor^ éomme ua 
nouveau plan de projection sur lequel on cherche les traces 
des plan^ .donnés; et de cette manière on est ramené au 
cas gétiéral. Cette soktîon est celle que nous allons déve- 
lopper. 

Gouydns les deux plans donnés par le plan auxiliaire 
mon' perpcndiculaffe à xy. Cherchons les traces, sur ce Fio, 57. 
pUn^ des deux plans donnés. Pour cela, observons que le 
point t\ où coi' est rencontrée par la tracé f'q' du plan 
parallèle au plan horizontal-, appartient à l'intersection de 
ce premier plan avec le plan auxiliaire , et que cette inter-* 
section est pstrallèle à oon. Si donc on fait tourner ce plan 
auxiliaire autour de om pour le rabattre sur le plan hori- 
zontal, le point r' se rabattra en r, à une distance du point 
a égale à (xr' ; et Fintersection du plan auxiliaire avec le 
premier des plans donnés aura pdur rabattement la droite 
rs parallèle à ow: rs est donc, sur le plan auxiliaire • de 
projection, la trace du plan p'^'. Les- traces du second 



30 VUtlttllMMlàltt 

plan étaat les draiies aft» a'b\ parallèles k â^, m délais 
minera de la même manière la trace m» de te plaa sur le 
plan auxiliaire rabattu en mon. L'intersection k des droites 
rs et mn sera donc le rabattemeût d'un point de Tinter- 
section des plans donnés. Si le plan mon fait un quart de 
révolution autour de «m pour reprendre si position ver- 
ticale primitive, le pied o de la perpendiculaire kok am 
sera la projection horizontale du point qui était rabattu en 
k. L'intersection des deux plans donnés, déjà projetée ver- 
ticalement en p'q\ aura donc pour projection horizontale la 
droite pq, menée par le point b parallèlement à xy. 
9^ Les deux plans sont parallèles à là ligne de terre. 
Dans ce cas , comme dans celui qui précède , rifitefsee- 
tion est parallèle à la ligne de terra » et l'on est encore 
obligé de recourir k un plan auxiliaire. 

FiG. 38. ' Soient (aby a'b') et (ed, c'd') les deux plans donnés; coa- 
pons-les par le plan auxiliaire nam^ perpendiculaire k xg 
Les intersections des deux premiers plans avec le plan^auxi'* 
Uaire ont pour traces les points m, m'.et n, n^ Elles ont 
pour rabattements, sur le plan horizontal, les droites sm el 
m, lesq^eUes se coupent.en o. Par »uite, les projections h 
et h' du point o appartiennent aux projections de TiiHetsec* 
tion des deux plans; et comme cette intersection doit être 
parallèle k la ligne de terre, les droites pq^ pYf menées 
parallèlement k xy par h et /i\> sont les deux projeetiooB de 
Tintersection 4es plans donnés. 
^ 10^ Les deux plans donnés ont leurs traces iiorizoïitâles 
parallèles, et leurs traces verticales non parallMes* 

Lorsque deux plans sont menés suivant deux droites pa* 
rdilèles, leur intersection est parallâe k ces drwtes; donc 

FiG. 40. Vnitérsectiou des deux plans dennés aae^ b^^ sera pkral'* 
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làte «udtraaaa^liarizotttales ool, b^; donc la projection ho- 
QKOQtlilA fun de eette intersection est également parallèle à 
c^ tmc^^ ^t M projeelJon verticale m'n' est parallèle à la 
ligne de terre. 

11^ h%& .t,Fftces des deux plans donnés sont respective- 
nient parallèles entre elles , sans être parallèles à la ligne 
déterre* 

Soieat les traoes a^i» a' a respectivement parallèles aux 
tracer è^f V^, Il ^st évident que les plans donnés sont 
parallèles , ^ cpi'il n'y a pas lieu de chercher leur inter- 
section. 

12^ Les deux plans donnés rencontrent la ligne de terre 
aumtaiepoînU 

La cQSStf uctioB générale étant en défaut, on y supplée, 
comme dans les cas 8^ et ^, en coupant les deux- plans 
donnés par un plan auxiliaire, et cherchant les projeictions 
dii point comibun aux intersections du plan auxiliaire avec 
les à&^x plans donnés : ce point appartient évidemment à 
l'intorseotion cherchée; et comme le point où ces mêmes 
plans roncidntrent la ligne de terre appartient aussi à l'in- 
tersection * il s'ensuit que cette droite sem complètement 
déterminée» 

La construction , qui ne diffère pas essentiellement dâ 
^tte qui a été e&ctuée fig. 38^ est indiquée dians la fig. 41 ; 
et Ton trx)U¥e pour intersection des plans aoLa\ b^b'i la 
droite projetée suivant ah^ ah'. 

13^ L'un des plans donnés est parallèle au plan hori- 
zontal; l'autre a ses deux traces en ligne droite (après k 
rabattement, du plan vertical sur le plan horizontal).. 
. Soient is^'y' le premier plan» et wam' le second* Le point Fig. 42. 
1^'t, ^ik ^ coupant l^s traces vertijcales des deux plans 
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donnés , est la tcace verticale de leur interseclioD. IKâîl» 
leurs, cette droite doit être parallèle à am (5^) ; donc les 
deux projections de Tintersection sont ns parallèle à orni^ 
et xY parallèle kœy. . • 

14^ Chacun des plans donnée a ses- deux traces en ligne 
droite. ' > 

FiG. 45. Soient aoca^y b(xb' les deux plans. Le point m!, où se ren- 
coatrent à la fois les traces verticales et les traces horizon- 
tales de ces deux plans , représente Ja trace verticale et 
la trace horizontale de l'intersection cherchée^ Considéré 
comme trace verticale de l'intersectiou , ce pofait m' se 
projette horizontalement en m sur la ligne de terre. Au 
contraire , considéré comme trace horizontale^ il a pour pro- 
jection verticale le même pDint m. Conséquemment , l'in- 
tersection des dQux plans donnés a ses deux projections 

^ confondues suivant la droite m'rmt perpendiculaire à x^. 

Cette intersection est donc contenue dans le plan wmm' 
perpendiculaire à la ligne de terre.; elle perce les plans de 
projection, Kun en»m, Taulre au point rabattu en m'. Con- 
séquemment, elle est inclinée à 45® sur chacun dé ces plans. 
15^ Chacun des plans donnés a ses deux traces en ligne 
droite ; et de plus , ces (koites se cQupjBnt sur la ligne de 
tçrrc. • ; . 

Fi6. 44. '^^^ sooi, par exemple, les deux plans am' et b^V. Pour 
obtenir leur intersection , on mène un plan auxiliaire cyc' 
parallèle à ^|36^ L'intersection de ce plan auxilisdFe avec le 
plati aoca' est une droite projetée suivant m'm perpendi- 
culaire à xjf ;^ donc rintersection des* deux plans donnés a 
pour ses deux projections la droite 'poup' parallèle à 9»'m, et 
par conséquent perpendiculaire à xt/.. Cette intersection 
perce la ligne de terre en a ; elle est perpendiculaire à la 
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ligne de terre ; enfita elle esl iuclinée à 45^ sur les plans 
de projection. 

IQ^ L'un des deux plans dbnnés est quelconque ; l'autre 
passe par la lipe de terre et par un^ point don Aé hors de 
cette ligne. 

Supposons qu'il ^'agisse d'avoir l'intersection dû plan 
aaa'f avec le plan assujetti à passer par xy et par le point Fig. 45. 
(m, m'). Si on coupe les. deux plans donnés par un plan 
auxiliaire a'jSa perpendiculaire à xy et passait par le point 
donné (m, m'), et si Ton suppose que ce plan auxiliaire 
tourne autour de «a^pour se rabattre sur le plan horizontal, 
son intersection avec le plan aaa' se rabattra suivant aa*". 
Quant à l'intersection du plan auxiliaire avec le second des 
plans donnés, on observe que cette intersection est la droite 
qui joint le point /3 au point (m, m') ; donc elle a peur ra- 
battement k' droite /3r; le point o,«ù ^e* coupent les rabat- 
tements des intersections des d^ux planis donnés avec le 
plan auxiliaire, est le rabattement d'un point comiàun aux 
deux plans ; et il n'y a plus qu'à déterminer les projections 
dé ce point sur les plans primitifs. * 

Or, si l'on abaisse oh perpendiculaire à |3a, et qu'on 
ramène ho en |3fc' sur J3«', les points ft, h' seront lés pro- 
jections du* point 0. Donc les projections de l'intersection 
cherchée seront les^droites ah, ah'. 

17® L'un des deux phns donnés est parallèle à la ligiîe 
de terre ; l'autre passe par la ligne de terre et par un point 
donné. 

Ce cas rentre dans l'un des précédents (9^), et il se ré- Fig. 46. 
sont de la même manijère, c'est-à-dire au moyen d'un plan 
auxiliaire, perpendiculaire à la ligne de terre. 

18^ L'un des deux plans donnés est parallèle au plan 

5 



homoQtaU Vautre pa$ae par .la ligne de bnre et pir un 
point donné. 

FiG. 47. Supposons que x'y' soit la trace veilieale du p\m paral- 
lèle au plan horizoatal de projection, et cpi'oa veuôUe «voir 
rintersectiou de ce plan avec celui qui passe p«r la li|^ 
de terre et par le point (i», m^). Il est clair que cette inter- 
. section est parallèle à la ligue de terre ; qu'elle a pour pro- 
jection verticale x'\i'; et que, par* conséquent, il suffît de 
construire un point de sa projection horizontale. C'est à 
quoi Ton parviendra au moyen du plan auxiliaire m^% 
perpendiculaire à la ligne de terre. Oa trouve ainsi, pour 
projection horizontale de Tipterseetion, la -droite aâ« 

19^ L'un des deux plans donnés a ses deux traces en 
ligne droite; l'autre^ passe par la lipe da tejrre «k*par;ttn 
point donné. 

Fio. 48. , Le point a, où le plaint aaa' rencontre <v|f, app»rti#pt né- 
cessairement à L'intersection de ce plan et de celui qui 
passe par xy et par le point (m» m'). Pour avoir un aeoond 
point de cette intersection, on conduit par («k, m') m plaii 
mj3m^ perpendiculaire àlo^]/ . Ce plan coupe les deux plana 
donnés suivant deux droites qui, en rabattement « sont les 

♦ 

ligues a'a"o et ^ro. Leur point de concours a est' le ratuil- 
tement d'un point commun aux deux plans donnés^^t comme 
les» projections de ce point sont k et V, le$ droites «A ot 
ah' sont les projections de l'inteissecticm demandée. 

pROBx.âia vz. 

Mlentttner le pdiit f iiienfetioi de trels plans imtk, 
• » 
42. Les trois plans donnés, combii)és deux à deux, d^ 

te^ninent, par leurs intersections, trois droites qm diHvent 
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passer par lii poim dCttiandé. On etaefebe dorie^ pllr le pto- 
blème précédent , les projêcUonâ de 6es vtoin droites ; et 
quand les eomtrections sont faites exactemeut^les troisrpre* 
jections horizontales passent par un m^nre pointo, ^ui estia 
projection liorizoutale du point cherché 0, vies trois projec- 
tions verticales se coupent aussi en un même point o'^ qui 
est la projection verticale du point 0; et enfin la droite oo\ ' 
qui passe par les deux projections du point 0, est perpen- 
diculaire à la ligne de terre. Ces constructions sont repré- 
sentées sur la figure 49. 

43. Cas particuliers. 1® Le premier plan est quelconque, 
le second dst parallèle à la llgtie de terre, et lé troisiètne 
est borizonlal. 

Le premier plan nom' coupe lé plan parallèle' à la 'ligne Fio. 50. 
de terre, et dont les traces sont ab^ a'h\ suivant une droite 
qAt-a pour projet;tions ns^ rm\ Le même plan r»(xm' coupe 
le plan horizontal x'y' suivant une droHe qui a pour prOM 
jtelioDS Ms Hgnes qvy tc'y'. Les points (> et (/ oii les pro- 
jMietionB horiffmtales et verticales de ces deàt droites se 
reUcàntf edt, sont les projections du point demairdS. 
^Pour qac'la construction -soit faite avec 'exaetittide , il 
faut, comme cela a lieu dans la figure, que les ph)jeeti€fns 
biA'i^ntale tt ?erticafe de Tinterseetion des denx plàus 
(«6» a^b') et «'yS passent respecUvemem par les deux 
pomts et a^ . 

S^ Le premier plan est horizontal, le second a ses tracer 

en ligoe .droite f et le troisième passe par k ligne de te^e 

et par un point donné. 

J'engage le keteur à faire Tépnre de ce eas panlenlier. 

Z^ Lob trsis plans ont fevro traces -venicaks parallèks 

iMraiiHes; •- 
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Dans ce cas,. les trois plans se coupent deux à deux sui- 
vant trois droites parallèles aux traces verticales, et, par 
conseillent, parallèles entre elles. Ils pourraient encore se 
couper tous, les trois suivant une seule droite, parallèle à 
ces menées trace^. 



Trouver le point d'interseetion (Tane droite et d'an plan. 

44. Les constructions qu'il faut effectuer pour résoudre 
ce problème sont les suivantes : faire passer par la droite 
un plan quelconque ; chercher l'intersection de ce plan avec 
le plan donné; et^enfin déterminer le point de rencontre de 
cette intersection et de la droite donnée. Ge point est celui 
qui répond à la question. 

Le plan auxiliaire que Fou fait passer par la droite peut 
avoir une. position quelconque; mais la • construction étant 
plus simple, quand ce plan est «perpendiculaire à ]'un des 
plans de projection, c'est cette solution que nous allons 
d'abord développer. 
FiG. 51. 45. ^ent «a, glo! leç traces du 'plan donné, et* ht^ 
Vc/ les projections de la droite. Prenons pour plan auxi- 
liaire le plan vertical qui projette la droite sur le plan ho- 
rizontal : sa tracé» horizontale sera ftc, et sa trace verticale 
sera' frm'perpendiculaire à iry. Dupoint 0, où les traces hori- 
zontales du plan auxiliaire et du plan donné se rencontrent, 
abaissons ap perpendiculaire à xy ; menons pm^ : cette 
derni^e^droite aéra la projection verticale de Tintersection 
des plans oolg! et tbm!. Or, la projection verticale du point 
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cherché doit se trouver sur pm' et sur la projection verti- 
cale b'c' de' la droite donnée; elle est donc en o*. • 

Quant à la projection horizontale du même point , elle 
sera évidemment en d, à Fîntersection de la projection ho- 
rizontale bc avec la perpendiculaire menée par le point o' 
à la ligne de terre. 

Remarquons que Ton pourrait cotistrufre directement 
cette projection horizontale ô, en coupant le plan aaa' par 

■ * • 

le plan ft'cV qui projette la droite {bc, 6'c') sur le plan ver- 
tical. 

Lorsque les constructions que nous venons d'indiquer 
auront été faites exactement , les dqux droites qr, bc et la 
perpendiculaire o'o à xy, passeront par un même point o. 

46. Nous allons maintenant indiquer les construt^tions 
qu'il est nécessaire d'effectuer lorsque le plan auxiliaire 
qu'on fait passer par la droite donnée a une position quel- 
conque. Pour qu'un plan contienne une droite , il suffit que 
les traces du planpassent par' les traces de la droite; on 
commence donc par déterminer les traces c et c' de la droite Fig. 52. 
doïmée (&c, bfc'); on les joint ensuite à un pojnt j3 pfjis à 
volonté sur xy ; et le plan c]3c' renferme la droite *dounée. 

On cherche en troisième lieu l'intersection (hp, ft'p') du 
plan c/3c' avec le plan donné aixa\ et les points o.ei o^, où 

4 

les projections de cette intersection coupent les projections 
de la droite donnée , sont les deux projections du point de- 
mandé. 

Comme vérification, il faut que la droite oo', qui joint ces 
deux projections,* soit perpendiculaire k xy, 

47. Cûs particuliers: 1<> Le plan donné est quelconque; 
la droitef est parallèle à la Hgne de terre. 



FiG. 53. g0mi aaa' le pUn donné, et (bc» b'e') la droite donnée, 
laquelle est parallèle à la 4igne de terre. Pour obtenir le 
point .où la droite perce le plan, coupons celui-ci par le 
plan hori^ontal^'o^ lequel contient évidemment la droite 
dotmée. L'intersçction du plan auxiliaire avec le plan donné 
aaa'y est parallèle à la trace horizontale de ce dernier plan, 
et ses projections sont b'c' et pq parallèle à a«. Le point 
0, où la projection horizontale pq de Tintersection coupe la 
projection horizontale bc de la droite doimée, est la projéc- 
tion horizontale du point demandé. Quant à sa projection 
verticale , on l'obtient en abaissant du point o une perpen- 

■ 

diculaire sur xy, et en la prolongeant jusqu'à sa. rencontre 
en o' avec la projection' verticale fr'c'dë la droite donnée. 

On peut avoir une vérification en déterminant directe- 
ment la projection verticale du point cherché. A cet effet, 
on mène par la droite donnée un plan perpendiculaire au 
plan horizontal; ce plan. auxiliaire, qui est parallèle au plan 
vertical , coupe le plan donné aoca' suivant une droite (6c, 
ko'\ parallèle à «a'; et le point o\ où la projection verti- 
cale ko' àd cette ligne rencontre b'o\ est la projection ver- 
ticale ia point demandé. Quand les constructions sont bien 
faites, les trois droites b'ç't ko' et oo' se coupent au même 
point o'. 

. 2^ Le plan donné est quelconque ; la droite est horizon- 
t^e.' 
FiG. 54. Le plan donné est axa'; la droite donnée a pour prqîoo- 
tion horizontale u^e droite quelconque ie, et pour prqjection 
verticale b'c' parallèle kxn. 

L'intersection du plan vertical aui^iliaire o^' avec le plan 
donné aaa' a pour projection vertic^e la droitafHit^; le point 



ô\ohpaf meontre b*t\ est la projection yerticâle dâ peint 
cherché ; sa projection horizontale est en o, à l'intersection 
de te et de U "perpendiculaire à xy menée pai' le point 'o^ 
En cherchant la projection horizontale ro de l'intersection 
dn plûiï BâùOf aTec le plan qui projette la droite sur le plan 
vertical, on obtient une vérification tout k fait analogue 
à celle qu'on a obtenue dans le cas particulier précédent. 

3^ Le plan donné est quelconque ; la droite est perpen*^ 
dicttlaire à l'un dea plans de projection^ au plan horizontal, 
par exemple. 

La droite donnée ^tant verticale » sa projection horizon- 
tale* se réduit à un point o, qui' est la projection horizontale p|Q^ 55^ 
dp point cherché ; et la projection tenicale de cette droite 
est p9 perpendicttlairo à xy. Pour construire la projection 
verticale du point cherché , on mène un plan vertii^al dca' 
par la projection horizonule de la droite donnée ; ce plan 
reste indéterminé, èar sa trace horizontale de n'est as- 
sujettie qu'à passer par le points; sa trace verUcale ca^ 
est perpendiculaire à xy. Si on abaisse dh perpendicula'ire 
à xy, la droite ha' sera la projection verticale de Tinter* 
section des phns a»à' et dca' ; et le point 0' de rencontre 
des lignes pq et ha' sera la projection verticale du point ^ 
où la verticale donnée rencontre le plan aa(/. 

Remarqu0. Le cas partîcnlier jque nous venons de traiter 
peut sertir à résoudre cette question : CotmàUsmî Tune 
des projections d'un point situé dans un plan donnée trou- 
ver Vautre prejeetum. En effet, on peut considérer le point 
comme la projection horisontale d'un point situé dans 
le pian donné no»', et il est évident que ce dernier point 
doit être Viotersectioa du plan ooa' «vec la verticale élevée 
•eQ#. . 
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4^ La droite donnée est quelconcpie ; le plan esl hori* 
zontal. , 

FiG. 56. Là droite (ab y a'b') rencontre le plan horizontal o^'t/' ea 
un poiçt^o, o'), dont la projection verticale est évidemment 
l'intersection de n'b' et de x'y'. Il n'y a donc 'pas lieu de 
recourir à un plan auxiliaire. 

5^ La droite est quelconque; le plan est parallèle à la 
ligne de terre. 

FiG. 57. On. veut avoir l'intersection de la drpitç (ai, a'b^ avec 
un plan parallèle à xy et dont les traces sont pq^ p'q\ On 
conçoit le plan qui projette la dreite sur le plan vertical; 
ce plan a pour trace verticale a'6' et pour trace horizon- 
tale a^^' perpendiculaire à xy. L'intersection de ce plan 
avec, le plan donné a pour projection Verticale a'b' et pour 
projection horizontale la droite ^^. Le point o, où cette 
ligne st rencontre la projection horizontale ab de la droite 
donnée; est la projection horizontale du pomt demandé. Si 
Ton veut obtenir directement la projection verticale de ce 
point, on fait passer par la droite donnée le plan qui la 
projette sur le plan horizontal ; on cherche l'intersection de 
ce plan avec le plan donné ; et le point o^ où la projection 
verticale hY de? cette inta^seçtion coupe h projection ver- 
ticale a^y de la droite donnée, est celui que Ton demande. 

Gomme vérification, oo' doit être perpendiculaire à xy. 

* 

* 6® La droite est horizontale, le plan est parallèle au plan 
vertical de projection. > 

FiG. 58. La droitç donnée étant horizontale , a ppur projection 
horizontale une droite quelconque ' aï , et pour projection 
verticale a^b^ parallèle hxy; le plan donné, qui est pa- 
rallèle au. plan vertical, a!a qu'une seule trace, laquelle 
'est pq parallèle a xy. Il est évident qde le pomt o, où «b 
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et pq se coupent, est la projection horizontale du point où 
la droite perce le plan; sa projection vel^cale est'o^ point 
d'intersection de o ft et de a'b'. 

7^ Le plan donné est quelcooipie ; la droite est dans un 
plan perpendiculaire à la ligne de Xerre. 

Soient oaa' le plan donné , et a^a' le plan perpendieu- FiG. 59; 
Uire à 0^ et dans lequel se trpjnre b droite donnée. Pour 
que cette droite soit déterminée, il faut que Ton' donne les 
projections m, m' et n, n' (15) de deux de ses points. Cela 
posé , nous allons faire tourner le plan a^a^ autour de sa 
trace horiz««tale a)3 pour le rabattre sur le plan Horizon- 
tal, de manière à avoir sur ce dernier plan le& rabattements 
de la droite donnée et de l'intersection des deux plans 

n est facile de voir que MN est le rabattejnent de la 
droite donnée , et que Tintefsection des plans aaa', llj3a^ 
laquelle est l'hypoténiise d'un triangle rectangle dont les 
eôtés sont a|3 et j3a', à pour rabattement la droite ap. Le 
point 0, où se coupent les lignes MN et ap^ est le rabatte- 
ment du point* d'intersection de la droite et du plan don- 
nés. .Pour avoir les projection^ de ce point, il faut replacer 
le plan a/3â< d'ans sa position primitive en le faisant tourner 
dei nouveau autour de a]{3, et on obtient ainsi les points h 
et h/, projections du point cherché. 

r 

8*^ La- droite donnée est quelconque; le plan a sefis traces 
en ligne droite^ 

Soient {a6, a^V) la droite donùée, eticac' le plan donçé. Fig. 60. 
En joignant les traces a et V de la droite donnée aveô un 
point j3 pris arWtrairement surarj/, on obtient un plan af^V 
qui renferme la droite. L'intersection dé ce plan avec le 
plan' donné C9.d a pour projections les droites cp et ^p\ 
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Les pgiQU o, o\. où elles renooatrent reipectivemen) les 
deux projections ab, a'V de la droite donnée, soBt les deux 
projections du point cherché. 

La droite oo^doit toi\|Qur9» comme vénfieation» être per- 
pendiculaire ^xy. , ^ 

9<^ La droite donnée est parallèle à U ligne de terre ; le 
j^lan a. ses traces- en ligne droite. 

FiG. 61. Le plan horizontal a'V, qui projette la droite sur le plan 
vertical, coupe le.plan cac' suivant une parallèle à col^ la- 
quelle a pour projection verticale a'b\ et pour projection 
horizontale la lipe d'k parallèle à ca. Le poiut o» où d% 
rencontre la projection horizontale de la droite donnée, est 
la projection horizontal^ du point cherché. Sa projection 
verticale est en o\ à l'intersection de a'V et de oo"peri)eO' 
diculaire à 4;]/. 

Pour avoir une vérification, on conçoit le plan ah qui 
projette la droite donnée sur.le plan horizontal; ce p}an 
coupe le plan cac'- suivant une parallèle à ac\ laquelle a 
pour projections o^ tid"W parallèles. à «c^•Pottr que la 
cpnstrjiction soit faite avec exactitude» il faut que c'^W 
passe par le point 0' d^à déterminé* 

10^ l^a droite est dans un plan perpendiculaire à la ligne 
de terre; le plan a ses traces en ligne droite. 

FiG. 62. Soit fl«a' le plaa donné, et soient (m, m'), (n, n') deux 
points de la droite donnée, laquelle est située dans le plan 
wjSm^ perpendiculaire à xy. Si on fait tourna ce plan 
autour de sa txace horizontale mÇ>y pourle rabattre sur le 
plan hocizontal, on obtient MN pour le rabattement de 
cette droite. Quant au rabattement de T intersection du plan 
aaa' avec le plan m/3m^ comme la portion de cette inter- 
section comprise en^e les, deux plans de .priyecUon est 
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l'hyfQVénme d'un triangle rectangle isoscèle dont le cdté 
est|3ft% on l'obtient en décrivantdu point ^.comme centre, 
avec j3A' pour rayon, l'arc h\ et menant la droite h'h. Le 
point r, où se coupent les deux rabattements , est le rabat- 
tement du point cbefché. Pour obtenir les deux projectioiis 
Q etro' de ce point, il suffit d'opérer comme nous l'avors fait 
plusieurs fois. 

11^ La droite est quelconque; le pla(i passe par la ligue 
de terre et par un point donné. 

On veut avoir, par exem{>le^ Vintersection de la dreite (a6, Fig. 63. 
a'b') avec le plan qui* passe par xy et par le point (m, m'). 
On cherche d'abord les traces a et b' de la droite donnée, 
on les joint à un point quelconque uàe xy^ et on obtient 
un plaa aocb' dans lequel se trouve la droite. On cherche 
ensuite l'intersection de ce plan avec le plan donné. Pour 
cela, on emploie le plan mjSm' perpendiculaire à xy et 
passant par le,, point donné {m,^ m'), Ga plau auxiliaire 
coupe le plan açcb' suivant une droite qui a four rabat- 
tement la ligne (Te; et il coupe le plan donné suivant 
une droite rabattue en jSr . Les deux lignes c^c et j3r se 
rencontrant en un point k dont les deux projections sont o 
et o' ; donc «o et ao' sont les projections de Tintersection 
du plan donné et du plan aab' conduit par la droite don- 
née. Ponc eufin, les points « et 9\ où oco et ao' coupent 
respectivement les projections ab et a'b' de la droite don- 
née, sont les deu^ prQjectix)ns du point, demandé. 

Gomme vérification, la* droite ss' doit -être perpendieu- 
lair^ à xy, 

i^^ La droite est horizontal^; le plan passe par la ligne 
de terre et par un point donné*. 
S(iit {ob^ a'ff") la drpit^ horaontalç dont op teul avoir Fig. 64. 
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l'intersection avec le plan qui passe par xy et par le point 
donne (m, m'). Concevons le plan horizontal a^y qui pro- 
jette la droite sUr le plan vertical , et cherchons son inter- 
section avec le plan donné. Cette intersection est évidem- 
ment parallèle à xy; donc ilisuffit de pouvoir en déterminer 
un point. A cet effet, menons le plan tnjSfw' perpendicu- 
laire à xy et passant par le point (m, m') ; ce plan coupe 
le plaiï horizontal a^V suivant une petpendiculaire au plan 
vertical, projetée en c^ et rabattue en (fo; et il coupe le 
plan donné suitatit une droite rabattue en j3r. Le point 
0, où se coupent les lignes (fo et |3r, est le rabattement 
d'un point de l'intersection des deux plans. Il esf facile 
de voir que ce point a pout' projectioms les points c et c'; de 
sorte que les droites a'b' et scoy parallèles à xy, sont les 
projections de Tintersection du plan donné avec le" plan 
horizontal a'b'. 

Le point s d'intersection des droites sco et ab est la pro- 
jection horizontale du point cherché ; sa projectiorf verticale 
esf en «' à l'intersection de a'b' et de la perpendiculaire 
à xy menée par le point s. 

PROBI-âMB VXZI. 

* * . ■ • 

Par mi point donner, mener une parallèle à nne droite donnée. 

FiG. 65. 48. Soient c, c' les projections du point donné, et ab, 
a'6' les* projections de la droite donnée. La droite cherchée 
passant par le point donné, les projections de celte ligne 
doivent passer par les .projections c, c' du point donné ; 'd'ail- 
leurs, les projections, de deu^ droites parallèles sont paral- 
lèles (25). On construira ^ônc les projections de la droite 
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demandée en menant, par les projections c, c' du point 
donné , des parallèles cd^ e'd' aux projections ab, a'V de 
la droite donnée. 



i 

(ionmiissaiit Fane des projçetions d'une droite sitoée dans un plan donné, 

tronyer Tautre projection, de eette droite. 

49. Supposons, par exemple, qu'on ^onne la projection 
horizontale de la droite , et imaginons qu'o;i élève un plan 
vertical par cette projection : il est clair cpie l'iiitelrsection 
de ce -plan avec le plan donné sera la droite. dont on veut 
trouver la projection verticale. La question se réduit -donc 
à déterminer. rintersectioQ du plan donné avee un j)lan- ver- 
tical. 

Soient c^' le plan donné , ab la projection horizon- Fio. 66. 
taie donnée. Le plan vertical élevé suivant ab a pour trace 
horizontale la droite afr, et pour trace verticale la Ggne bb^ 
perpendiculaire à xy. fi coupe te plan donné suivant une 
droite qui. a .pour projections ab\ a'b'; donc afV est la 
projection verticale demandée < / • 

50. Cas particuliers, i^ Le plan est perpendiculaire au 
plan vertical de projectron. 

Alors la projection verticale de la droite' se confond avec 
la trace verticale du plan. 

V • ... 

'2^ Le plan est perpendiculaire à la ligne de terre. 
Sans ce second cas , la^ droite dont on donne l'une des 

* 

deux projections, est tout à fait indéterminée. 
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« 

Faire passer un plan par trois points donnés. 

51. Pour résoudre ce problème^ on joint deux S deux 
les troî^ points donnés ; ou obtient ainsi trois droites qui 
sont 4otit entières dans le plan cherché. On détermine les 
points où ces trois droites- rencontrent les plans de projec- 
tion : on connaît alors trois points de chacune des traces 
du plan. Si les constructions ont élé faites etdtlfflfent^ les 
trois points appartenant à otaaqoe iraee âe?P0Bt être cfd 
ligne .di'oite, et les deux trace» devront se eonper en un 
même point de la Ugne de terré ; ce qui fournira trois vér^ 
ficatiojiis. ' . , 

D^ds, la pratique, ou se eonteote ée ecnstniire le» pto^ 
jections de deux des trois droites, et de chercher une soalcf 
tracée de Fiino^de ces deux drcâles et les deux traees de 
l'autre. . . . • 

p r,„ ; Soient Uy byC le» projection» horizontales .des trois pomu 
4oi^i^^^» et a^ b\ c' les projectiona verticales des méiçea 
points. Le» troi^^ droites AB, A£iMBG'qui, d^ns Fespaoe/ 
joignent deux à deux les trois joints donnés^ ontpefur pro<» 
jections horixont^les ab^ acy bc^ et pour jH'c^ectious verti- 
cales a'b', a'c\ h'c'. Ces droites percent le plan koriïontal 
aux points m, n, p, et le plan vertical aux points 9, r, 
s. Par conséquent , la trace horizontale du plan cherché 
passe par les points m, n , p^ la trace vertic;ale passe car 
les pohits q, r, s; et si la construction a été faîte avec 
cxactilude , ces deux traces dai\ent couper la ligne de terre 
eiyin même point «. 

Cas particuliers, i^ Si Tune dos trois droites*qui 
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« 

joignent les pointe deux k deux est parallèle- h Tuti des 
plans de projection, au plan horizontal;' par exemple, elle 
n'a pas de traee horisontalé ; mais , dans ce cas , le plan 
cherché, passant par cette 'droite horizontale, coupe le plan 
horâontal suivant une paraU^ à cette^méoie droite; d*o6 
il résulte que la trace horizontale du plan est parallèle ii la 
projeotion horizontale de la droite, (hi a ainsi une nouteHè 
férification* 

â® Quand une des droites estparallèle à la ligne de terre, 
le plan cherché est lui-même parallèle à la ligne de terre; 
par cooséquent, ses deux traces doivent être parallèles à la 
ligne de terre. D'ailleurs, elles doivent contenir les traces 
des deux autres droites. 

3<^ Si les trois droites étaient parallèles à l'un des plans 
de projection, au plan horizontal, par exemple,, le .plan de 
ces dpoiies , qui est celui des trois points donnés , serait 
horizontal ; sa trace verticale serait donc paralièleÀ la ligne 
de .teire et passerait par les projections verticales des trtfis 
polnls, donnési 
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. i^rdlèles. 



55. Ce problème rentre dans celui que noua venons da 
traiter; car si on cherche les traces des deux droites, qn^n 
joigne les traces horizontales par une droite, et qu'on. opère 
de même pour tes traces verticales , on aura les denx tracer 
du plan demandé. Comme vériticMioB, il faut que ces traeea 
&# coupent en un mâme point de la ligne de* terf è. 
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54. Ct» partimlievs. 1^ Les deux droites doûnées sont 

parallèles à la ligne 46 terre. 

DaBs ce ^ paicticulier , la eonstmction géoérale (joi 
vien^ d'être indiquée est en dé&ut^ mais alors le plan cber- 
..obé doit être parallèle ^ là ligne de terre , et, par consé- 
quent, ses traces doivent être parallèles à cette lipe (18). 
il suffit donc de trouver un point de chacune de ces iraces. 
A cet effet y on prend un point sur Tune des droites et lur 
point sur l'autre; on joint ces deux- points, et la droite 
qu'on . obtient étant tout .entière dans le plan cherché , 
ses points de rencontre avec les deux plans de projection 
déterminent un point de chacune des traces du plan- de- 
mandé. 
FiG. 69. Soient donc ah, a'V les projection^ de l'une des droites, 
et eéy dà' les.projections de l'autre droite; on prend deux 
points quelconques m et n sur les projections horizon- 
tales ci et afr; de ces points on abaisse des perpendicu- 
laires à x'^ et on les prolonge jusqu'à leUr rencontre en 
m' et n' avec les projections verticales des deux droites 
données. On obtient ainsi deux points (m, m^.et (n, n'), qui 
appartiennent respectivement aux deux droites données. La 
droite menée par ces deux points est tout entière dans le 
plan deiiiandé; par conséquent, les -traces ft et v' de cette 
droite appartiennent aux traces de<ce plan, qu'ondétermine 
en menant par le$ points fc et v' des parallèles hq et v'p à la 
Bgne de* terre. 

^ Les deux droites données se coupent en un point a, 
situé sur la ligne de terre. 

La construction générale est encore en ^défaut; mais le 
plan cberciié devant passer par te point or, il suffit de trou- 
ver un autre point' de chacune de ses traces ; pour ctela, on 



prend im point sur chacune des deux* droites données; on 
les joint par une droite, dointles traces sont4es deux points 
cherchés. La couistruction est effectuée dans la figure 70. 

«MBIilÉlItSI ZIZ. 

Par un point donné el par une droite donnée, (aire passer un plan, 

t 

55. Le plan cherché devant renfermer le point donné et 
la droite donnée, contiendra la parallèle a cette droite, qui 
serait menée par le point donné. Si donc on mène cette 
parallèle, on sera ramené au problème précédent, c'est-à- 
dire, à faire passer un plan par deux droites parallèles. 

Le point' donné a pour projections o, o', et la droite Pio. 68. 
donnée est (a6, a^h') ; la parallèle à cette droite, menée 'par 
le point (5, a pour projections cd, c'd^; les traces horizon- 
tales des deux droites sont a et c, et leurs traces verticales 
sont b' et d'; par conséquent, le plan chereÈé a pour trace 
horizontale acy et pour .trace verticale Vd\ Gemme vérifi- 
cation , ces deux traces doivent se cQuper en un mêine 
point oL Aq xy.. 

Au lieu de mener, par le point donné, une parallèle à l^ 
droite donnée, on pourrait faire passer par ce point une 
droite quelconque , coupant la droite donnée en un point. 
On retondherait ainsi sur le premier cas du ][)roblëme XI. 

« 

Par ime droite donnée, faire passer un plan parallèle à une droite donnée. 

56. On sait que si une droite est parallèle à mie droite 
située dans un plan, elle est parallèle à ce plan. Si donc on 

4 



FiG. 71. prend un point (o, o^) sur la première droite (eâ^ e'd'); que 
par ce point on mène une parallèle {pq, p'q') k la seconde 
iiroite {ab, a'b');.et'(piW fasse passer un plan q'ad par 
la première droite et par la parallèle à la seconde, on aufa 
le plan demandé. . * - 

57.. Cas particulier. La première droite est quelconcpie; 
la seconde est parallèle à la' ligne de terre. 

Il est clair que , dans ce cas , 4e plan cherché doit être 

parallèle à la ligne de terre ; donc ses traces sont «parallèles 

< 

à cette ligne. Et comme ces traces passent par celles de la 
droite donnée , elles sont complètement déterminées. 

paoBiiii^Bifs mv. 

far un ])oint donné , mener an plan parallèle à deux droites données. 

58: Si par le point donné on "mène des parallèles aux 
deux droites données ^ on aura deux droites qui seront tout 
entières dans le plan cherché , et dont les traces suffiront 
pour déterminer les traces de ce plan. 

L'épure est la même que celle du problème 'XUl. 

PROBIéAbKB.ZV. 

Mener) par un point donné , une droite qni rencontre ^lenx droites données, 

59.- Faisons passer deux plans, l'un. par le point donné 
et la première droite , l'autre par ïe point donné et la se- 
conde droite; construisons ensuite l'intersection de ces 
deux plans. Cette intersection est une droite qui passe par 
le point donné et' qui rencontre les deux droites donhées; 
eUe est dona U4foite demandéo. 



Soimt o et oMes prajeetiens du point donné , et f oient Fio. 7Î 
Êb %t aUVi ed et e'd^ telles des de» droites. 8î on effectue 
les cbn^ttetiÔBi qui vieipuent d*étre indiquées^ oniroute que 
les traces du plan qui passe par 4e point {o^ o')etjiar)a 
droite (oh, a'b% fStytii pa et aq'; que les traces du plan qui 
passe par le point {o, o') et par la droite (td^ e'd^y sont 
^ et ^^ ; et que rinteraection des deux pUns a pour^pro- 
jeolions hh et Vh\ Cette interseetion doit satisfaire aux 
troiil eonditions suivautea s 4^ elle doit passer au point 
donné ; ce qtfi exigd^ que ses projections khy Vh/ passent 
respectiYement par les projections e, o' du point; 2<^'*pllè 
doit renctfntrer la première droite donnée (ahf a'b')} ee 
qui exige que ies pointa iî^V f où se eonpèiitleil projeo^ 
tiens horizontales et les projections yertiaales de ces deu 
droites^ se trouvent sur une même perpendiaulaire iV I 
xy ; S^ ^^e doit pareillement rencontrer la seconde droite 
donnée { et» il' faut. pour ceh que les points de rencontre t^ 
et « ' des proîecti'oQs horizontales kft , ci ^X des projee* 
tions verticales Vh\ c'd' soient sur une même perpendieu- 
lailre w' \lxy. \ , . • 

6O4 Ca$ fwticiii\€r. J'engage le lecteur à ti'aiter le cas 
particulier suivant : mener, par un point donné, une droite 
qui rencontre ime droite parallèle au plan horizontal, et use 

à>eitp parallèle à la Uf^e de terre. 

Pdf'nii point donné, mener nn plan parallèle à nn plan donné. *' 

6^\ Prenons, dan» le plan donné, une droite quelconque, 
et' menons par le point donné une parallèle k cette droite^ 
Cette parallèle devra être tout entière dans le *|dto cherr 
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ehé; par suites ses traces détermineront un point de cba- 
cnne' des traees de ce plan; et- comme 6es dernièrest traces 
doivent être parallèles « celles du plan donnée elled serojit 
complètement déterminées.. 
FiG. 73. Soient (o, o') le point donné, et a<xa' le plan donné. On 
prend à volonté un point n sur la trace horizontale au de 
ce plan, ièi un point m' sur sa trace verticale aa'^, on.coB- 
sttuit le$ projections nm, m'n' d'une- droite ayant pour 
traces les points n, m^ (problènte II) ; cette droite est shvée 

• 

dans le plan aaa^ Par les projections o et o' du point 
Aoifaéy on mène bc, Vc' respectivement parallèles à mn^ 
m'n\ et Ton a ainsi les projections d'une droite située 
dan.s la plan cherché. En construisant, les tracfô q, V de 
cette droite et en menant par ces traites des droites c/3 ^ 
V^ respectivement parallèles à aa, «a', on à les traces 
du pian demshidé. Si le plan donné n'est pas parallèle à 
la ligne de terre , ce ({iron suppose ici , les deux traces 
c/3, V^ doivent concourir en rai même pomt ^ de cette 
ligne. 

62. La construction que nous venons d/indiquer peut 
être simplifiée, quand le plan donné n'est pas parallèle à 
la ligna de terré. En effet, au lieu- de mener par le point 
FiG. 74. (o; ô') une paralïète à une* dreitc quelconque située dans le 
plan donné acLa'y menons par ce point une parallèle à la 
trace horizontale aoL de ce plan. La projection horizontale de 
cette parallèle est la droite àà parallèle à oà, et sa pro- 
. jeetion verticale esté^^tî' parallèle à â?t/. La tr^M^e a/erticale 
d' de la droite (od, o'd') est un point de k ti:ace verticale 
dn-plan cherché ; on ^obtient donc les deux traces de ce plan 
en menant par àf la paraUèle V^ à 0ca^ et menant ensuite 
/3i parallèle à oa: 
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63. Cas particuUers. i^ Le plan donné est paràttèle k 
l'un des plans deprojeetion» au plan homontal,,par exepople. 

Le plaa cherché doit 6)re horizontal ; dope il n'a pas de 
trace horizontale ; et sa trace verticale e'd' s'obtient en me- Fig. 75. 
nant , par la projection o' do point donné , une parallèle 

^ Le plan donné est parallèle 'à la ligne de terre. 

Soient o, o^ les deux projections du point donné, et ab^ Fig. 76. 
a'b' les deux traces du plan donnée En appliquant la con- 
structiou générale, on trouve que les traces du plaia cherché 
sont qh et p''k' parallèles à xy. 

3^ Le plan donné a ses traces en ligne droite. 

Soient (o, o') le point^donné, et aaa' le plan donné. Si Fig. 77. 
on mène par (o, a^ une parallèle à la trace horizontale oa 
du plan acca\ cette parallèle aura pour projectiou horizon- 
tale ôc parallèle à aa, et pour projection verticale o'c'; d'où 
il suk que la parallèle c'|3</ à a'aa , détermine le plan de- 
mandé. Si Ton veut avoir une vérification, on peut chercher 
directement un point de la trace horizontale, comme o^ en 
a trouvé un de la trace verticale ; c'est-à-dire gu^on mènera 
par le point donné une parallèle à aa^ laquelle a pour pro- 
jections od et o'd'y et qu'on déterminera la ti^ce horizontale 
d de cette parallèle. Le point d appartient à la trace hori- 
zontale du plan cherché ; et, comme vérification , il doit se 
trouver sur la droite c'j3d. 

4^ Le plan donné passe par la ligne de terre et par un 
point donné. 

Supposons que, par le point donné (o, o'), on veuille Fig. 78. 
conduire un plan parallèle à celui qui passe par xy et par 
le point donné (m, m'). 

Le plan donné.contenant la ligne de terre xy^ il est clair 



u 



TftAifi tUMomjii 



que 14- plan cherché est paraUèfe kssg, et ^e par consé- 
^ent ii a ses traces parallèles à cette droite. <n suffit donc 
de trouver un )[^oint;de chacune des traces de ce plan pour 
qu'il soit entièrement déterminé; A cet ^et» on prend un 
point quelconque 0e de xy^ on le joint au point (m» m% et 
on ol)tient une droite (am, am')y située dans le plan donné. 
Donc la<paraQèle {oCy o^c')k cette droite, menée par le point 
(0, ù^y est tout entière dans le plan cherché. Donc .les traces 
de ce plan sont les droites hp, vq menées parallèlement à 
4Dy par les traces» /i, t; de la droite {00^ ê^c'). 
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CHAPITRE III. 



Drof t«i et plans perpendlenlalreii. 



Abaisser, A'm point «tonné, «nperpMitfeiitoini sar an plM donné, ei 
AétemiBer tniaite le pM^et h véritable tranienf de eetle perpendl- 

64. Soient o, o' les deBcç projections du point donné, et Fig. 79. 
axa^ le plan donné. Coipme les projections d'une' droite 
perpendiculaiFe sur un plan sont respectivement perpeudi- 
culaîres aux traces de ce plan (28), on obtiendra les pro- 
jections de la droite demandée > en menant, par les points 

0, o', des perpendiculaires of, o'r' aux traces aa, aa^ du plan 
donné, t^our détermineriez projections p, p' du pied de la 
perpendiculaire, on cherche le point P de rencontre de la 
perpendiculaire OP avec le plan aaa^. Enfin on'tfouve faci- 
lement (37) la vraie gralndeur o's' de la distance entre le 
point é&mé' (b.» o*) et le pied {p; f) de «ette i^rpendicu- 
laire. 

65. Cas purticutiers. 1^ Le plan donné est paraUUe 
à Tun des plans de projectioR, ftu plan borizonUl, par 
exemple. ' . 

Soient (o, o') le point donné, et a'ft' h trace verticale Fig. 80. 
du fiM imoé. Cfmm^ ee pla» <st horîzMttal, la perpen^ 
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dicutaire demandée est verticale ; donc elle a' pour pro- 
jection horizoutale le point o, et pour projection verticale 

la droite oY perpendiculaire à xy. De plus, comme elle 

» 

est parallèle au plan vertical, elle se projette sur ce plan 
en vraie grandeur. 

^^ ]ye plan donné est parallèle à la ligne de terre. 

FiG. 81. Soient (o, o') le point donné, et ab, a'b^ les traces du 
plan parallèle à xy. Les projections de la perpendiculaire 
demandée seront évidemment confondues suivant la droite 
00^ perpendiculaire à vcy. Pour déterminer le pied et la 
vraie grandeur de la perpendiculaire, on fait passer par 
(o, 0^ le plan w|3m' perpendiculake à a5j : ce plan sera 
perpendiculaire au plan donné. Si donc on cherche Tinter- 
section de ces deux plans, et que du point (o, o^ on abaisse 
une perpendiculaire sur cette intersection, on aura la droite 
cherchée. 

Pouf effectuer ces constructions, on rabat le plan mjSm' 
sur le plan horizontal, comme cela est. indiqué sur la fi- 
gure. On obtient facilement ainsi les points p et p\ pro- 
jections du pied de la perpendiculaire , et la droite rs, la- 
quelle est la vraie grandeur de cette ligne. ^ 

3^ Le plan donné est perpen^iicuiairé à. l'un des plans de 
projection, par exemple; au plan horizontal. 

FiG. 82. Soient (o, o') le point donné, et aaca' le plaii donné. On 
abaisse, des points o, o', les perpendiculaires op, o'p' sur 
les traces tia, oea' du plan donné, et on obtient ainsi les 
deux projections de la droite cherchée. Le pied de cette 
droite est évidemnrent projeté en p sur le plan horizontal: 
donc il a pour projection verticale le point p^ Quant à 
la vraie grandeur de la perpendiculaire, eUe est égdeà 
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la projection horizontale op, attendu que cette perpendicu* 
laire (op, o'p') est horizontale. 

4® Le plan donné' est perpendiculaire à la ligne de terre. 

Ltes parallèles op, o'ji' menées à la ligne de terrç par Fio. 85. 
les projections o, o'. du point donné, sont évidemment les 
deux projections de la perpendiculaire demand^ée. Les 
points p, p% où ces parallèles coupent les traces aa^ aa' 
du plan donné, sont les projections du point où elle perce 
le plan. Enfin, la perpendiculaire est représentée, en Traie 
grandeur, par Tune quelconque &p ou o'f' de ses pro- 
jections , puisqu'elle est parallèle aux deux plans de pro- 
jection. 

5® Le pbo donné a ses traces en ligne droite. 

La méthode générale est applicable. Elle donne lieu à 
l'épure ' 84 , dans laquelle on a cQnstruit directement Iqs 
projections p et f' du pied de la perpendicuUire abaissée 
du poipt (o, o') sur le pjiafi aaa!. La yr^je grandeur de 
cette droite est f'W. 

&^ Le plan donné passe par la ligne de terre et par un 
point donné. 

Soit (o, 0^ le point donné ; et supposons qu'on veuille Fio. 85. 
abaisser de ce point une perpendiculaire sur le plan qui 
passe par arj/'-et par le point (m, m'). Il est clair que la 
droite cherchée sera contenue dans le plan é>|3o' perpendi^ 
cttlaire à la lipé de terre , et que Ton obtiendra les pro- 
jections p, f' du pied de cette droite , au moyen d'un ra- 
battement. La construction, qui jentra dans celle du cas 
(^^) , est effectuée fig. 85. 

La vraie grandeur de la perpendiculaire est d'ailleurs re- 
présentée par la ligue OP. 
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Mener, par un point donnéf on plan perpendieulaire i une droite donnée. 

FiG, 86. 66. Soient o> o' les projections du point, donné, et ab^ 
a'h' les projettioijs dé la droite donnée. D'un poiut quel- 
conque « de la lignq de terre > abaissons des. perpendicu- 
laires oqn, om! sur les projections de la droite : ces per- 
pendicylaire.s sont les tracejs d'un plan 'w«m' perpendicu- 
laire à' cette droite. Si donc nous faisons passer par le 
point donné (o, o'), uû plan fcjSè' parallèle à mom!, ce plan 
sera le plan demandé. 

67. Remarque. En menant, par le point donné, une 
parallèle a là trace hof i«ont:ale du plan cherché , c*est-à- 
(Jire une horizontale perpendiculafre à la droite donnée, on 
aura* uiiê droite située daYis tîe plan. Si donc on détermme 
la .trace verticale v' de cette parallèle, on n'aura pas be- 
soin de construire le plan auxiliaire mam' . ' 

68. Cas particuliers. 1® La droite est parallèle à' l'un des 
plans de projection, au plan horizontal, par exemple. 

Fku 87. Soient (o^ €>) le.poiiit donné, et ab^ tiV les deux pro- 
jections de la droitéf donnée. Cette droite étant supposée 
horizontale , le plan cherché sera vertical ; donc aa tm^ 
horizontale passera par la projection horisonlde o du pomt 
donné. D'ailleurs, tes deux traces doivent êtpe respective- 
ment, perpendiculaires aux deux projectioiis de la droite : 
elles. sont donc coiuplétement déterminées. 

2^ La droite donnée est perpencGculaire- à l'un des plans 
de priijeciiôn, au pl^n horizontal» par -exemple. 

Soient (o, d) le point donné , a k prejectioii hoiwmtab» 
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et db' la projection verticale de la droite /donnée. Lç plan 
horizontal de projection^et le plan cherché soiat parallèles, 
comme étant tous les deux perpendiculaires à la droite 
donnée V On obtient donc la trace verticale duplgn ciierché, 
et par &uite ce plan lui-même, en menant par la projection 
verticale, o' du point donné, pY pârsdlèle à xy. 

3^ La droite donnée est située daps un plan perpendi- 
culaire à la ligne de terre. 

Soient (o, oyie point donné, etcoc le plan perpeudi- Fig. 89. 
cujaîre à la ligne de terre,. d)ins lequel se trouvé la droite 
donnée* Pour que cette droite soii déterminée, Q faut que 
l'on connaisse les projections m» m' et h, ri de deux denses 
points. Le plan cherché devant être perpendiculaire à la 
droite (nui, mV)» il s'ensuit qua les traces de ce plan sont 
parallèles à la ligne de terre. Donc le plan cherché est lui- 
méine parallèle kla iigne de terre^» C'est ce que Ton peut 
reconnaître d'une autre manière, en imaginant, par le po}nt 
(o, o'), une perpendiculaire au plan cac . Cette perpendi- 
culaire ; dont les profeotions oc , de sont perpendiculaires 
à cdy sera parallèle à x^\ d'ailleurs, elle est contenue tout 
entière dans le plan cherché : ce plan est donc parallèle à 
la ligne de terre. * 

Pour achever de le déterminer , il suffit de. trouver un 
point de sa trace horizontale et un point de sa trace ver- 
ticale. A cet effet, menons, par le pied,(c, c ) de la droite 
(oo^ oV^, une perpendiculaire à. la droite. donnée : cette 
nouvelle perpendici|laire ^sera pncore située, dans le plan 
cherché, et ses traces appartiendront aux traces de ce 
plan. Mais, comme. cette drojte a ses projections confon- 
dues suivant eoLiiy il fout« pour la déterminer, recourir à 
un rabattement. 
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Supposons donc que nous fessions tourner le j^laii cm 
autour de sa trace horizontale ool^ jusqu'à ce qu'il tienne 
se confondre avec le plan horizontal de projection. Nous 
obtiendrons, par la construction ordinaire, lés rabattements 
MN et Ça de la droite donnée et du 'point {(:>y(!Y Abaissons 
GP perpendiculaire à MN et prolongeons cette droite j]is- 
qu'à ce qu'elle coiipe x^ en V et ceux! en H ; les points V 
et H seront les rabattements des ppints où- la perpendicu- 
laire abaissée du point (<;, c') sur(wn, m^n) perce les plans 
de projection. Si donc nou& ramenons V en v, et que par 
les points H .et v nous menions Pr et ^t parallèles à la 
ligf^e de terre, ces deux droitels seront les traces du plan 
cherché. 

4® La droite donnée est perpendiculaire ii la ligne de 
terre. 

Ce cas rentre dans* le précédent. Les •onstructions sont 
effectuées dans la figure 90. 

Construire la pliu' courte distance d*an point donné à one droite donnée, 

> 

FiG, 91. 69. Par le point donné 0, dont les projections sont o, 
o\ on mené un plan h^V perpendiculaire à la droite donnée 
(ahy a;'V)\ on^ détermfaie les projections p, p' du point 
P où la droite donnée perce lé plan; la droite OP, pro- 
jetée sulvafit op, 6*f\ sera perpendiculaire à la droite don- 
née; donc elle sera la plus courte distance du point i(o, o') 
à (ah, a'&'). Une s'agira plus, pour résoudre complète- 
ment lé problème proposé, que de construire la vraie gran- 
deur de la droite {(yfy oY). Pour plus de 'clarté dans 
réf^ure, on a omi^ çe^e dernière construction. 
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70. Cas particuliers. 1® La droite donnée est parallèle 
à Fun des plans de projection , au plan horizontal, par 
e;^emple. 

Lorsque deux droite^ sont perpendiculaires entre elles, 
leurs projections, faites sur un plan parallèle à Tune- de ces 
droites, sont perpendiculaires entrç elles. CoQséquemment, 
la perpendiculaire abaissée du peint douué (o, o'),sur la Fio. 9S. 
droite donaée (ab, a^b') , aura pour projection horizontale 
la droite op, menée par le point o, peipendiculairement à ab. 
D'ailleurs , le point projeté eu p a pour projection verticale 
f; dDHc o^p' est la projection verticale de la pei^endiculâire 
demaudée. 

2<^ La droite donnée est parallèle à la ïigne de terre. 

D'après le théorème que nous venons de rappeler, les 
deux'pn)jections de la droite cherchée doiveiu être per- 
pendiculaires aux deux projections de la droite (ab, a'y). Fio. 93. 
Elles soutdoncles segmenta op, oYàe la droite indéfinie oo\ 

3^ La droite donnée eA dans un plan perpendiculaire 
à la ligne de terre. 

Or mène, par le point(o, o'), un plan perpendiculaire à la 
droite (mn, m'n^) (problème XVIII, cas' 3®) : la poiiîtP, Fro, 89. 
projeté en p, p', où cette droite, perce le plan, est le pied 
de la perpendiculaire cherchée. 

Cette .perpendiculaire a doac pour projections op, o^p^* 

4^ La droite donnée est perpendiculaire à la ligne de terre. 

Ce cas rentre dans le précédent. (Voyez problème XYDI, 
cas 4^.) 
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Par une droite donnée, faire passer un plan perpendieulaire à un plan donné. 

71 1 Si , d'un pgint quelconque de la droite donnée , on 
mène une perpendiculaire au plan donné, cette perpendi* 
culaire«t la droite domiéè seront dans le plah cherché. La 
question est doûc ramenée au problème XI. ^ 

. Par -un point donné, mener un plan perpendiculaire à deux plans .donsésu 

72. Pour résoudre ce problème, il faut d'abord chercher 
Tinterseption dés deux plans donnés , puis mener, par le 
point donné, un plan perpendiculaire à cette intersection. 
Ce plan sera le plan demandé. 

, . . - 

PROBX.âMfi ZZZZ. 

Construire la plus courte distance entre deux droites itonnées/ 
' ' f non situées dans lîn même plan. 

73. On sait que, pour déterminer la plus courte distance 
en^e deux droites ÀB, CD, iion situées dan» un même 
planj il hv^ : l^ meiïer par AB un plan parallèle è CD; 
2® abaisiser d'un point, quelconque C de CD une pefpeodi- 
culjfire CP sur ce pian ; 3® mener, par le pied P de cett€f 
perpendiculaire , une. parallèle PQ à CD ; 4° par le point 
Q, où cette. parallèle rencontre AB,, mener une droite QS, 
parallèle à CP. Cette ligne QS , qui rencontre CD en un 
point Sy est la plus courte distance demandée. Af^pliquons 
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la méthode des projections à la solution que hous-venons 
de rappeler. 

Soient ab, a'fc'les projections de la droite AB, et cd,c'd' Fio. 137. 
celles de la droite CD. Afin dcT faire passer par AB un pllan 
parallèle à CD^prenons-surABoa point (o, o') quelconque, 
et, par ca point, menons (ofc, o'ft') parallèle à CD. Les ira* 
ces K H' de cette parallèle, et les traces a, b^ de la droite 
AB, déterminent les traces a/ia, k'b'adu. plan cherché. ^T^ous 
devons maintenant, d un point quelconqire d6 CD, abaisser 
une perpendiculaire sur ce plan; mais, afin de simplifier 
les constructions, menons cette droite par le point («^ï^'), 
oùCDp^rce le plan Jborizontal. 'Elle a pour projections Tes 
droites cp, c'p\ respectivement perpendîcufeires aux traces 
aa, k'oc du plan aafc';*eteHe perce ce plan au point P, pro- 
jeté en p, p'. Actuellement, menons par ce point une pa- 
rallèle (pç, p '9') à la droite CD, et construisons ' le point 
(?> 9O' ^ ^^^^^ parallèle rencontre la ligne AB. Enfin, ti- 
rons qs parallèle à pc, et 9 's' parallèle à p^e^': les droites 
qs^ q'g' seront les projections de la plu» courte distance 
demandée; laquelle aura pour vraie grandeur, sY. 

Quand les constructions ont été faites avecexactittide, 
les droites pp', qq^eiss' sont perpendiculaires à xy: 

74* Renmrque. On peut ôb^rver que la recherche de la 
plus courte distance enjtre deux droites AB, CD, ou de la 
eemmune perpendiculaire, à ces deux droites, peut être ré* 
duite à ces deux parties principales ri* Mener un plan P, 
parallèle |i AB et à CD ; ^^^ mener une droite perpendiculaire 
à P, et qui rencontre AB et CIX 

Cette considé]:ation sert à simplifier la construction^ 
dans quelques^ cas particuliers^ comme on va le voir. 

75. Cas particuUers. 1 ^ Les deux droites sont horizontales^ 
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FiG. 133. ..Soient ab, cd, les "projections horizontales des deux 
droites, et soient a'b\ c'd' îeiirs projections verticales, 
lesquelles sont parallèles à la ligne de terre. Puisque les 
droites AB, CD, sont parallèles au plan horizontal dé pro- 
jection, la plus courte distance sera, d'après la remarque 
précédente, une droite verticale. Il ne s*agit plus que de 
mener une verticale qui rencontre les deux droites don* 
nae3. Jl.tst évident que cette droite a pour projection ho- 
rizontale le point '«, où se coupent les projections horizon- 
tales des droites données, et qu'elle a sa projection verticale 
perpendiculaire à la ligne de terre. Donc la plus courte 
distance cherchée est la droite projetée en e et ^V. De 
plus, e'é* est sa vraie grandeur. 

2^ L'une des droites est verticale; l'autre est quel- 
copque^. 

FiG. 134. La droite AB étant verticale, *le plan P sera vertical, et il 
aura sa trace horizontale parallèle à cd. Par suite , la pliis 
courte distance cherchée aura sa projection horizontale 
perpendiculaire à cdy et sa projection verticale parallèle à 
la ligne àt terre.'Si donc du point a, projection horizontale 
de AB, n.ous abaissons ap perpendiculaire sur cd-, cette 
perpendiculaire sera la projection horizontale 4^ la di'oite 
cherchée. Cette droite rencontre .CD en un point projeté 
horii^ontâlement en p, et dont la projection verticale doit ^e 
trouver en p' sur c'd\ Si donc^ par ce point p', on mène 
f%l parallèle à la Kgqe de terre, cette parallèle, terminée 
en g' à sa^ rencontre avec à'fc', "sera la projection ver- 
ticale de la plus courte distance, laquelle a pour longueur 

3^ L'une des droites est quelconque ; Tautre.est la ligne 
déterre. • , 



DB GXMrtnm DssoiirriYB. 



65 



C e cas particulier se ramène à celui qui précède, au 
moyen d*un plan de profil mom\ perpendiculaire à^j;. En Fig. 138. 
elfety sur ce nouveau plan de projection, la droite {ab^ a^b') 
est projetée en mm'', et la plus courte distance a pour pro- 
jection oPf perpendiculaire à. mm'^ Il ne reste plus qu'à 
revenir du rabattement aux positions primitives, et l'on 
trouve qSf q's pour projections de la plus courte distance, 
laquelle est égale à oP. 
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CHAPITRE IV. 



AnslM ff«nné0 pvt des diiiltM té «mi |pl«ti«. 



paoBiiàmi zzzÉr. 

Trouver les angles que fait une droite ayee les plans de projection. 

76. L'inclinaison d'une droite et d'un plan est mesurée 
par l'angle que fait la droite avec sa projection sur le plan ; 
par conséquent, pour connaître Tangle que forme la droite 

FiG. 94. donnée (ab, a'b^) avec le plan horizontal, il faut déterminer 
celui qu'elle fait avec sa projection horizontale ab. A cet 
effet, on cherche les traces a et b^ de la droite donnée, puis 
on fait tourner le triangle abb' autour de ab, pour le rabattre 
sur le plan horizontal. De cette manière, la droite qui joint 
dans l'espace les points a et b' se rabat en ap ; et, par suite» 
l'angle cherché est bap. 

On peut aussi l'ebtenir en faisant tourner le triangle 
rectangle aib' autour de bb' pour le rabattre sur le plan 
vertical. On obtient ainsi p'b' pour rabattement de la droite 
{ab, ab')j et bp'b' pour l'angle cherché. 

L'inclinaison de la droite et du plan vertical se construit 
de même, soit par un rabattement sur le plan vertical, soit 

« 

par un rabattement sur le plan horizontal. La première 
construction donne, pour l'angle cherché, a^b^q'; l'autre 
donne aqa'. 

77. Cas particuliers, l^ La droite donnée est parallèle à 



l*ttn des pkns de projection ^ an phin hoiisontal» par 
exemple. 

La droite {ab, a'b% étant horizontale, fait, avec le plan Fio. 95. 
horizontal de projection, un angle nul ; et elle fait, avec le 
plan vertical, un angle projeté, en vraie grandeur, sui- 
vant bay. , 

2® La droite donnée rencontre la ligne de terre xy. 

-Supposons que la droite donnée rencontre la ligne de 
terre au point, a, et soient aa, aa' ses deux projections. Fig. 96. 
Pour avoir les angles qu'elle fait avec les- plans de projec- 
tion, prenons, sur cette droite, un point quelconque M, 
projeté en m, m% et considérons les detix triangles rec- 
tangles (zMm, aMm\ L'angle Mom du premier mesure 
l'inclinaison de la droite oM sur le plan horizontal, tan- 
4Ks que Tangle Motm' est celui que fait cette' droite avec le 
plan vertical. Dans chacun des deux triangles, on connaît 
les deux côtés de Tangle droit, savoir : ctfh et mM=m^nf 
pour le premier, om' et m'M=:mwi'^ pour le second. Par 
conséquent , si on rabat le triangle oMm en hctm sur le 
plan horizontal, en le faisant tourner autour de omS et si 
on rabat également le triangle tMm' en* v'oan' sur le plan 
vertical, en te faisant tourner autour de aan', on obtiendra 
les deux angles demandés ham et v'cfM'. 

S* La droite donnée est située dans un plan perpendi- 
culaire il la ligne de terre. 

Soient (m, m') et (n, n') deux points de la droite donnée, Fio. 97. 
que l'on suppose située dans le plan mMi' perpendiculaire 
k xy. On cherche les traces h, v ' de cette droite , et l'on 
reconnaît facilement que les angles qu'elle forme avec les 
plans de projection sont les deux angles aigus du triangle 
rectangle hocv\ dont les deux côtés de Tangle droit sont oA, 
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m'. On fait tourner ce triangle autour de ha pourle ra« 
battre en hav' sur le plan horizontal » et on obtient am&i^ 
pour les an^es demandés , vha et hva. 



Constraire les angles qae forme an plan avec les plans de projeelion. 

FiG. 98. '^^* ^^^^ oaa'le plan donné. Pour construire l'angle qu'il 
forme avec le plan horizontal, on prend un point quelconque 
m de sa trace horizontale aa, eU en ce point, on mène un 
plan m^m' perpendiculaire à aa : ce plan coupe le* plan 
donné et le plan horizontal suivant deux droites qui font 
entre elles l'angle cherché. 

Le plan mjSmS qiené perpendiculairement à aa^ est yer- 
tical; donc sa trace verticale J3m' est perpendiculaire à œy. 
Sa trace horizontale |3m est perpendiculaire à a»; etcomme 
ce plan coupe le plan donné suivant la droite qui joint dans 
Tespace les points m et m\ il s'ensuit que Tangle formé par 
cette droite avec /3m mesuré rincUnaison du plaii donné sur 
le plan horizontal. 

Nous retombons donc sur le problème précédant; et nous 
trouvon6, pour l'angle cherché, soit /3mn,- soit j3sm^ 

Pour construire l'angle formé par le plan donné avec le 
plan vertical, oa prçcède de la même manière. On mène 
un plan m^$a perpendiculaire à aa'. Ce plan coupe le plan 
donné, suivant la droite qui, dans l'espace, unit les points 
a et m\ Par conséquent, l'angle que fait cette dernière 
droite avec m'destrangle demandé. Clet angle est rabattu 
sur kplan horizontal en aviy et sur k plan vertical ensWd, 

79. Cas pçiriicuUe^s. 1® Le plan donné est parallèle à 
la ligne de terre 
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Soient pq^ p'q'l^ deux traces du plsin donné. Si, en Fig. 99. 
un point quelconque a de la ligne de terre , on mènev un 
plan motm' peipendiculaire à cette ligne , ce plan coupe 
les deux plans de projection et le plan donné suivant les 
trois côtés d'un triangle rectangle dans lequel les deux 
angles aigus «ont précisément les angles que fait le plan 
donné avec les deux plans de projection. Si donc 'on rabat 
ce triangle en mac sur le plan horizontal , on obtient amc 
et acm pour les deux angles cherchés. 

2^ Le plan donné a ses deux traces en ligne droite. 

Supposons que .aaa' soit le plan donné, et qu'on veuille Fig. 100. 
déterouner Tanglle formé par ce plan avec le plan hori- 
zontal. En employant* comme dans le cas général, un plan 
quelconque m^' perpendiculaire à ax, on obtient l'angle 
|3mh, qui mesure l'inclinaison cherchée. 

Remarque. Si on voulait déterminer Tinclinaison du plan 
donné sur le plan vertical, on trouverait encore, évidemment, 
l'angle ^h. C'est-*à-dire que le plan donné est également 
incliné sur les deux plans de projection. C'est ce qu'il est 
facile de reconnaître à priori. 

.3^ Le plan donné passe par la ligne de terre et par un 
point donné (m, m^. • Fig. 101. 

Ce cas rentre dans celui que nous av(ms considéré ci- 
dessus (1°). 



GoDStroire l'angle fonné dans Fespace par les traces d*an plan donné. 

80. Soit aaa' Je plan donné. Pour trouver l'angle de Fig, 98. 
ses deux traces, prenons' un point quelconque m' sur la 
traco verticale; de ce point, abaissons m'|3 perpendiculaire 
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iixy; et du point /S, abaissons |9m perpendiculaire sur la 
tfàcè horizontale a<x. Cela fait, supposons que l'on joigne, 
dans l'espace,, le point m' au point m; nous obtiendrons 
ainsi une drx)ite m^m perpendiculaire à ax. Par conséquent, 
si nous faisons tourner le plan donné aaa' autour de sa 
Iraoe aa, pour le rabattce sur le plan horizontal , cette 
droite viendra se diriger suivant mik, perpendiculaire àooi* 
Sa longueur est facile à déterminer, car elle est l'hypoté- 
nuse d'un triangle rectangle m|3n, dans lequel les deux 
côtés de l'angle droit sont respectivement égaux à m(3 et 
m'/S; donc le point m^va se placer à rintersectio.n k de la 
droite |9m et de la circonférence décrite du point m comme 
centre avec mn pour rayon. Par suite, la trace am' coïncide 
avec la droite <xk menée par les points aei k, et Tangle 
des deux traces est kam. 

Il existe une vérification. En efifet, dans le mouvement 
que Ton a imprimé an plan mam^ la distance oon ne change 
pas ; si donc on décrit^ du point a oomme centre, avec 
cm' pour rayon, une circonférence, elle doit passer par le 
point ky déjà déterminé. 

81 . Cas particulier. Le plan donné a ses deux traces 
en ligue droite. 

En appliquait à ce cas» particulier la méthode qui vient 

d'entre indiquée en dernier lieu, c'est-à-dire en construisant 

FiG. 102. un triangle cam' dont les catés^sont am\ ac=omy et m'c 

égal à la droite qui va du point m au point m', on obtient 

cam' pour F angle cherché. 
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Conttiuire l'angle <le <leux 'droites dont on connaît les projections. 

S%, 'Si les droites ne ^e coupeot pat * et que^ par un pmn| 
pris à volonié, on leur mèue ^es parallèles, Tangle- formé 
par ces paraUëtes aiesurera Taiigle des d^oites^d^nDéefl. 

Soient» pour fixer les idées, o, o' les projeetiena d'un Fig. 103. 
point quelconque, ab^ a'h' les projections de la parallèle à 
la première 4roite, et d/ù,d!c' les projections de la parallèle 
à la seconde droite. Qp détermine les traces horizontales 
a et c de ces parallèles , et on mène la droite ac. On peut 
considérer cette droite eomme la bas§ d'un triangle dont le 
sommejl est projeté ep o et o', et dans lequel Taflgle aOc, 
opposé à la base acl est Tangle demandé. jPour construira 
le triangle, il rie reste plus qu'à chercher les vraies lon- 
gueur» des deux côtés adjacents à l'angle 0. Les projections 
horizontales de ces côtés sont ao et oc, et leurs projections 
verticales sont û'o' et o'c'. Si donc l'on prend o"h=zao et 
(fk=0Cy l'hyjfoténuàe o'ft sera la longueur du côté projeté 
en ao, et Thypoténuse o'fc sera la longueur du côté projeté 
en oc. Par suite, en décrivant des points û et c comme 
eentreSr* avec Q-h fil o'h pour nyons, des arcs de cercle 
^i ^e ^i^upeBt ^Q w> puis sn«tiaiit n»« et fiu?, on obtiendra 

83é Otrpeut construire te triangle a^e par une autr« 
méthode. En effet» la base o^ étant connue, il -suffît dâ 
déterminer la position et la grandei^r de la hauteur. Pour 
cela» on abaisse of perpendiculaire sur ao, et on conçoit 
qu'on joigne le point p au sommet 0. En vertu d un théo- 
rème connu (70) , la droite Op sera perpendiculaire ^ à oc, 



de sorte que A on fait tourner Je triangle aOe autour de 
sa hase ac pour le rabalfa-e sur le plah horizontal, cette 
perpendiculaire ira se placer dans la direction de po. Il 
ne reste donc plus qu'à trouver la vraie longueur de cette 
perpendiculaire. O, ngas savons qu'elle est Tbypoténuse 
du triangle rectangle 0op,4ont les côtés sont égaux à Dp 
et oV. Par conséquent, on prend iw xy une distance 
o"9 égale à op; on tire o'q^ et on porte cette distance de 
p en m. 

84. Remarque \. An point de vue pratique, cette se- 
condé toéthode est évidemment plus exacte que l'autre. 

Remarque 2. Lé triangle amc peut être considéré 
comme étant le rabattement dû triangle cOc, que Tpn au 
rait fait tourner autour de sa t^ce horizontale ac. Le pro- 
blème que nous venons de traiter rentre donc dans la 
closse de ceux auxquels on peut appliquer avec avantage 
la méthode des rabattements y méthode dont nous avpns 
fait déjà un fréquent usage. 

85. Cas particuliers. 1» La première des deux droites 
est parallèle à lun des plans de projection, au plan hori- 
zontal, par exemple; la seconde e^t quelconque. 

FiG. 104, Soient a&, a'b'les projections de la première droite, et 
cd, c'd' lesr projections de la secondé. Le plan dès deux 
droites a évidemment pour trace horizontale une parallèle 
êh k h projection horizontale ah de la première droite. 
Rabattons ce plan sur le plan horizontal; le p,oint (o, o') 
viendra se placer en un point m, que Ton construira fa-, 
cilement d'après ce qui précède; et la droite (oa, o'a') 
viendra en m, parallèleoient à ch. L'angle demandé sera 
donc cms. 
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2^ Les deux droites données sont paraMes à un même 
plan de projection, au plan horizontal paf exemple. 

n est évident que, dans ce cas, Tangle formé par les 
projections horizontales est égal à l'angle des deux droites 

données. 

3® Ls^ prenqifere des deux droites est parallèle au plan 
horizontal, et la seconde est parallèle au plan vertical de 

projection. 
Ce cas rentre dans celui que nous avons examiné tout 

\rheure(l«). 

4^ La première des deux droites données est perpendi- 
culaire à Tun des plans de projection , au plan horizontal , 
par exemple; la seconde droite est quelconque. • 

Soient a.a'b' les deux projections delà première droite, Fig. 106. 
et cdy c'd' les deux projections de la seconde droite. On 
voit facilement que l'angle demandé est le complément de 
celui que fait, av^t le plan horizontal, la droite (.cd, c'd% 
Si donc on fait tourner cette droite autour de là jpreinière 
jusqu'à ce que leur plan soit devenu parallèle au plan ver- 
tical de projection , le triangle caO de l'espace se projette 
en vraie grandeur suivant o'a'fc', et on obtient a'o'fc'pour 
l'angle des' deux droites données. 

5® La première des deux droites donnée^ est parallèle 
à la ligne de terre, la se^conde droite est quelconque. 

La construction , qui rentre encore dans celle* du 
cas (1® ) , est indiquée dans la figure 107. 

6^ Les deux droites données sont dans un même plan 
perpendiculaire à la ligne de terre. 

Soit mam' le plan perpendiculaire à xy et renfermant Fig. 108. 
les deux droites données; soient (o, o') le point de con- 
cours de ces deux droites, (m, m') un secondpoint.de 
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rune» et {nf n') un second point de l'autre. On lût tour- 
ner le plan mam' autour de «a tra«e horizontale ma, afin 
de le rabattre sur le plan horizontal» et. on obtient. par 
ce moyen les rabattements OMy ON des. deux droites don- 
nées. Par conséquent, MON est Tangle cherché. 

7^ Les deux droites données ont même projection ho- 
rizontale 
« 

FiG. 109. Soit ab la projection horizontale commune aux deux 
droites données , et soient a^b', Wd' les projections verti- 
cales de ces lignes , lesquelles ont pour tracer .horizon- 
tales les points^ a et e. Rabattons encore le plan des deux 
droites autour de sa trace horizontale ac; nous obtien- 
drons, comme ci-dessus» le rabattement m du point de 
concours des deux droites ; en sorte que cma est raagle 
demandé. 

8^ La première des deux droites données est la ligne 
de terre, là seconde est une droite quelconqM^ qui ren- 
contre la ligne de terre. 
FiG. 110. Supposons que a soit le point où la droite {ab, ab') 
rencontre la ligne de terre, et qu'on . veuille avoir F angle 
de ces deux droites, n suffit» pour résoudre c^tte ques- 
tion, de supposer que la droite (ai, a'b') ionvûé autour 
de xy , jusqu'à ce qu'elle .soit venue se rabattre sur le 
plan horizontal. Pour déterminer son rabattement pa^ 
lequel passe évidemment par le point a, on cherche le ra- 
battement p d'un point quelconque (m, m') pris sur cette 
m&ne droite. On obtient ainsi Tangle demandé panil^ 
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GoDstraire la bissectrice de fangle fonné par deax droites d)}nnées. 

86. Soient (ab, a'b') et (cd, c'd') l'es deux droites dou* Fig. \l\. 
nées, lesquelles se cdupent en un point (o, o'). Construi- 
sons d'abord l'angle amc, formé par ces droites, et menons 

la bissectrice mh de cet angle. Cela posé, faisons tourner 
le triangle amc autour de ac pour le remettre dans sa po- 
sition primitive; il est clair que le point fc, où la bissec- 
trice perce le plan horizontal, ne change pas dé position; 
donc ses deux projections h et ft' appartiennent aux pro- 
jections de la bissectrice. D'ailleurs, les deux projections 
de cette droite doivent passer aussi par les projections o 
et o' du sommet de Tangle; elles sont donc oh et o'h'.. 

proslAmb zxvtii. 

CoBstniiie l^e d'une ditiie el «fp ptaQ '(ton«és. 

87. p'aprè& la définUion rappelée eir dessus (76), il fau- 
tait , pour CQi^stf uire l'aagle d une droite' et d'un plan 
d^iuiésî, oommeucer par projeter la droite sur ce plan ; après 
quoi Ton çQnstrw^it Tangle formé par cette proiec^tiouot 
U-druite dojunée, Qn ^in^lifie Is^ sQlutioa eu ob^^ant que 
ç6t angle e^t )e complépiient de celui que fait la droite av^c 
la perpendiculaire abaissée d'un quelconque de ses points 
sur le plan. Le problème qui npus occupe est .donc raq^né 
à la r^çberche de Taugle^rmé par deux drpites, 

Soient ah , a'V les projections de k droite donnée. Fig. H2. 
Prçoon», m Çe^e dreil,e» m pwt (|uel(;o^q[ue (o, q% et de 
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ce point, abaissons iine perpendiculaire sur le plan. Cette 
perpendiculaire a pour projections les droites op, o'p', 
respectivement p.erp^ndiculaires aux traces ad , ad' du 
plan donné (28). Si nous construisons Tangle amk, formé 
par la perpendiculaire et par la droite donnée, et si. nous 
menons mv perpendiculaire à ma , l'angle kim sera Tangle 
demandé. 

88. Cas particuliers. 1^ La droite donnée est q,uelcon^ 
que; le plan donné est parallèle. à la ligne de terre. 
FiG. 113. Soient cd, c!d' les deux projections de la droite donnée, 
et ah y a'b' les traces du plan donné parallèle à xy. p*uu 
point quelconque (o,o!) de la droite donnée, on abaisse 
unt;' perpendiculaire sur le plan donné , laquelle a pour 
. projections les lignes ov, oV perpendiculaires à xy, et 
elle est située dans le plan vav' perpendiculaire à xy. 
Afin d'avoir sa trace horizontale, on fait tourner le plan 
vav' autour de va pour le rabattre sur le plan horizontal. 
On obtient ainsi le rabattement du point (o, o') et le 
rabattement iv de l'intersection du plan vav' avec le plan 
donné. Du point. on mène Op perpendiculaire sur iv; 
ef le point h, où Op rencontre la tface horizontale va, 
est la trace horizontale cherchée. La trace horizontale de 
la droite donnée est c; il est donc facile de déterminer 
Tangle cmh que font, entre elles ces deux droites. Cet 
angle étant le complément de Tangle cherché cmf^ on ob- 
tiendra celui-ci en menant la droite mf perpendiculaire à 
mh. 

2® La droite donnée estr quelconque , et le plan donné 
est parallèle à' Tun des plans de projection , au plan hori- 
zontal par exemple. 

L'angle'^ cherché esf évideinment égal à' celui que forme 
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la droite donnée avec le plan horizontal de projection. La 
question est donc ramenée au problème XXII.. 

3® La droite donqée est quelconque ; le plan donné passe 
parla ligne de terre et par un. point donné. 

Soit proposé de construire l'angle formé par la droite 
{ab'9 a'b') avec le plan qui passe par xy^ et par le point twt. 114. 
donné (m, m'). La construction», qui rentre dans celle du 
cas (1^ fournit ank pour l'angle cherché.. 

4* La droite donnée est parallèle à la ligne de terre , et 
le plan donné est quelconque. 

On sait que deux droites parallèles sont également in- 
clinées sur un même plan quelconque. Il résulte de ce 
théorème que F angle formé par la droite donnée et le plan 
donné est égal à celui que fait la ligne de terre avec ce 
dernier plan. 

Le cas particulier dont il s'agit ici est donc ramené stu 
problème suivant. 

89. Construire F angle que fait la ligne de terre avec un 
plan donné. 

A cet effet, on prend sur la ligne de terre un point o Rg. 115, 
quelconque, par lequel on abaisse oh et o&'^ perpendicu- 
laires aux traces du plan donné, aoca'. Ces droites sont 
les deux projections de la perpendiculaire menée du point 
sur le plan. On détermine ensuite l'angle sok qae cette 
droite fait avec la ligne.de terre;. le complément -«ov d^ 
cet angle est celui que fait la ligne de terre avec le plan 
donné. ' 



Construire Fangle de lieux plans donnés. 

FiG. H6. 90. Soient uda^ et b^b' les deux plans donnée. Conce- 
vons qu'en .un point quelconque de leur intersection on 
mène un plan Plperpendiculaire à cette intersection ; ce plan 
coupera les deux plans donnés suivant deux droites partant 
du point 0, et faisant entre elles l'angle demandé. Or, lors- 
qu'un plan est perpendiculaire à une droite , ses traces 'sont 
respectivement perpendiculaires aux projections de la droite ; 
donc la trace horizontale du plan P sera perpendiculaire 
à la projection horizontale mn de l'intersection des deux 
plans donnés. .Si donc on mène une droite quelconque pq 
perpendiculaire à mn , on pourra la regarder comme étant 
la trace horizontale du plan P ; et les intersections de ce plan 
P avec les deux plans donnés, c'est-à-dire, les côtés de 
l'angle cherché, seront deux droites qui partiront des points 
p et q, et qui iront se couper au point 0. L'angle cherché 
est. donc l'angle au sommet du triangle pOq^ dans lequel 
pq est la base. Jl sufBt, pour construire ce triangle, de 
déterminer sa hauteur et le pied de celle-ci/ 

Or, le point 0, sipparienant ^ Tintersectfon des deux 
plans donnés, doit se projeter sur le plan horizontal en 
un point inconnu, mais situé sur là projection horizon- 
tale de cette intersection. Donc la hauteur du triangle 
pOff est projetée suivant mn; et le point s- est le pied de 
cette hauteur. D'ailleurs cette droite est contenue dans le 
plan P , perpendiculaire à l'intersection des deux plans 
. donnés ; d'où il résulte qu'elle est perpendiculaire à cette 
intersection. Pour avoir sa véritable grandeur^ on fait tourner 



le plan m^mn autour de sà trace verticale m^, jusqu'à ce 
qu'il vienne s'appliquer sur le plan vertical de projection • 
les pointa n eiê viennent se rabattre en ft et r ; Vintersec- 
tion des deux plans donnés, qui joint les points m' etn, se 
rabat suivant m' h; et, par suite, on obtient la vraie lon- 
gtieur^ rfc, de la hauteur «0 du t/iangle pO?, en menant du 
point r la perpendiculaire rhk m' h. 

Itne reste plus, pour terminer la construction, qu'à opé- 
rer comme dans le problème XXVI; etpt^g sera l'angle des 
deux plans donnés. *• f 

91 . Remarque 1 . Les distances rh et sn sont égales , 
et il en est de même des distances rk et sv ; or, rfc, per- 
pendiculaire à m%, est plus petite que l'oblique fft; donc 
sv est plus petite que sn; par conséquent, dan^ la con- 
struction qu'on vient d'indiquer, le sommet- de 1! angle cher- 
ché doit toujours se trouver entre les points s et n. 

Remarque 2. On peut ramener la recherche de l'angle 
de deux plans à la recherche de l'angle de deux droites ; 
car, si d'un point quelconque 'pris dans Tangle des plans 
on abaisse des perpendiculaires >sur ces plans, l'angle de 
ces perpendiculaires sera le supplément de l'angle des 
plans. 

92. CoB purticuUers. 1^ Les deux plans donnés ont 
leiffs traces horizontales parallèles, ou leurs traces verti- 
cales parallèles. • '' * 

Soient aaa' et b/3ft' les deux plans donnés. On cherche Fig. 117. 
d'abord leur intersection , laquelle est une horizontale dont 
les projections sont nm parallèle à aa, et m'n^ parallèle à 
4t^. On mène ensuite un plan perpendiculaire à cette inter- 
saetlofif ee plan, qui est vertical-, a sa trace horizontale 
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vqs perpendiculaire à la pjrojection horizontale m^ de Tin- 
terseQtion. 

L'angle des deux plans donnés. est,, comme dans le cas 
général^ mesuré par. T^agle au sommet d'un ttiangle dont 
pq est la base^^dans lequel le point $ est Je pied de la hau- 
teur, et dont la hauteur^ comme on le voit ^sément^ ^i 
égale à fhm\ Par conséquent, si, à partir 4u poiBjt $, on 
prend sur sn une disimce.sv:=nfnm[, et qu^ Ton trace 
vp et vq, on obtiendra l'angle chercbé.i^t;^^ 

2^ Les deux plans donnés sont perjîtnsjjiettliaires.sur un 
FiG. 118. même plan de projection , sur le plan horizontal, par 
exemple. 

Il est clair que l'indinaison des deux, plans est mesurée 
par l'angle am/3, que forment leurs traces horizontales. Il 
n*y a donc aucune constructi(in à effectuer. 

3^ Le premier des deux plafis donnés est pei^ehdicu- 
laûre à la ligne de terre ; lé second est quelconque. 
FiG. 119. Soient b^y et Oixa' le» deux plans donnés. Leur inter- 
section a pour projections^ les tTaces bj3 et b^^ du premier 
plan ; de sorte que si, par un point 04e cette intersection, 
on mène un plan qui lui soit perpeoâiculaire, ce plan aura 
pour trace horizontale une droite pq parallèle k xy; et il 
coupera les deux plans donnés suivant les droites pO et 
9O, qui feront entre elles l'angle cherché. Il est à remar- 
quer ici que le trian^fle pOq, qui donne cet angle, est rec- 
tangle en q; de façon que la construction générale est un 
peu simplifiée. 

V Le premier pkn est horizontal ; le second est quel^ 
conque. 

Lorsque deux plans parallèles sont coupés par un troi- 
sième plan, les angles correspondants sont égaux; dose. 
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l'angle- «que forment .entre eux les deux plans donnés est 
égal à celui que fait le second de ces plans avec le plan 
horizontal de projection. La question est donc ramenée à 
la recherfche de V angle que fait, avec le plan horizontal, 
un plan donné (problème XXIII). 

5^ Le premier plan est parallèle à la ligne de terre ; le 
second est quelconque. 

La construction générale est applicable ; aussi nous ren- 
voyons le lecteur à la figure 120, dans laquelle les traces 
du premier plan sont ac, .a'c\ celles du secon'd sont 6/3, 
6'/3, et l'angle cherché est pvq. 

6® Le premier plan est parallèle à Tun àes plans de pro- 
jection, au plan horizontal, par exemple; le second est pa- 
rallèle à la ligne de terre. 

Ce cas particulier se résout facilement au moyen d'un 
rabattement. Il en est de même du suivant. Les construc- 
lions sont effectuées dans les figures 4 2) et 122: 

7® Les deux plans donnés sont parallèles à la ligne de 
lerrp. 
8° Les deux plans donnés ont n)éme trace horizontale. 

Soient aà la trace horizontale commune, et aa', olV les Fig. 123. 
traces verticales des deux plans donnés. La construction gé- 
pérale se simplifie ; car Tintersection de ces plans est aa, ; 
et tout plan oj3m, mené Tperpendiculairement à'cette trace, 
coupe les deux plans suivant deux droites qui comprennent 
entre elles l'angle cherché. Ces droite^, qui ont pour traces 
verticales les points m, n, peuvent être regardées comme 
les deux derniers côtés d'un triangle âmrf, dans lequel ma 
est la base, o le sommet opposé, et o/3 la hauteur. Si l'on 
fait tourner le plan oj3m autour de o/3, «e triangle se rabat 

6 
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suivant pdq, et par eonséquent Tangle poq est eèlûi qu'il 
s'agissait de eonstniire. 

9* Les deux plans donnés rencontrent la ligne de terre 
au même point. 

FiG. 124. On détermine d'abord les projections de Tintersection 
des. dQUx plans donnés aoca', bab^; soient «p et «p^ ces 
deux projections. On mène ensuite, par un point quel- 
conque de Fintersection des deux plans , un plan /3y(î 
perpendiculaire St .cette intersection. Ce plan coupe le plan 
horizontal et les deux plans donnés , suivant un triangle 
qui a pour base mn, pour sommet le point (o, o')^ et dans 
lequel l'angle opposé à wn eist eelui que Toq cherche. 
On sait que la droite qui unit dans l'espace le- point s au 
point {o, o') est la hauteur de ce triangle, et que le point 
g est le pied de aetti» hauteur ) par conséquent il suffît, pour 
cpo^truire le triangle , de détenniuer la vraie grandeur de 
cette hauteur. Or. ^lla oat Thypoténuse d'ùo triangle pec- 
t^ngle, qui 2^ pour côté^ de l'angle droit os et o"o\ Oji con- 
struit facilement ce triangle sok, à l'aide d'un rabattement; 
et, en portiant sk de ^ eu v suf op , menant mv et nv, on a 
Tangle demandé mvn. 

il® Les deux plans donnés sont tels que chacun d'eux 
a ses traces horizontale et verticale eu lipe droite. 

FiG. 125. n u*y a rien de changé à la méthode générale; et, en 
l'appliquant, on tr(mve; pour i^ugle de« deui^ plans f^a', 
fr/36', Tauglepv^, 

Remarque. Le triangle fn'ml^h est rectangle isoseèle; 
dano il eu est dja même pour le triangle ni'sk ; d'où il ré- 

suite quft sv=sk=-—. 
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12® Chacun des plans a ses deux traces en ligne droit»} 
et ces droites se coupent sur la ligue de teire. 

Soient aM.' et^a&'les deux plans donnés. On a vu que Fig. 126. 
riniersection de ces deux plans est une droite perpendicu» 
laire à la ligne de terre» inclinée à 45^ sur les deux plans 
de projection^ et qui a pour projections la droite m '«tmper» 
pendieulaire à k^. En un point quelconque de cette in« 
tersection, menons un plan qui lui soit perpendiculaire; c<l 
plan coupe le plan horizontal et les deux plans donnés 
suivant un triangle pOg, dont la base pg est parallèle k I4 
li^e de terre, et dont la hauteur» d'après la remarque 

précédente, est égale à --:_-. De plus, le point « est le pied 

de cette hauteur. ' 

Si donc nous* menons la bissectrice af de Tangle droit 
mai/, et que nous abaissions %k perpendiculaire à ar» la 
construction s'achèvera^comme dans le cas précédent. 

15^ L'un des deux plans donnés est quelconque; rau« 
tre passe par la ligne de terre et par un point donné. 

Supposons qu'il s'agisse de constiiiire Tangle que fait 9f«. 134« 
le plan aaix* aveo celui qui passe par «?y et par le point 
(m, m'). On détermine d'abord l'intersection {m^ «n') 
des deux plans donnés* On peut ensuite , pour construire 
leur an^e, employer la méthode générale, ou recourir k 
la méthode particulière indiquée dans le cas (lO^^). Dans 
répure, on a fait usag^ du premier procédé* 

14^ L'un des deux plans donnés est parallèle k la ligni 
de ten^ef rentre passe par la ligne de terre et par un point 
donné. 

Pour avoir r;ui(le que fait le plan (ab^ 91! k% parai- Fio. 128. 
lèU à mt ftvee celni qui passe par ti% et par to point 
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^^] m% on observe que l'intersection de ces deux plans 
est une parallèle à la ligne de terre. Par conséquent, si on 
les coupe par. un même plan motm' perpendiculaire à xy 
et passant par le point (m, m'), les deux intersections 
formeront entre elles Tajigle cherché. Ces lignes, qui 
joignent dans Fespace lés points c, c^ et les points a, 

M, sont rabattues, sur le plan horizontal en c"c et oM. 

« 

Donc l'angle demandé est aoc. 

15® L'un des deux plans donnés est horizontal; l'autre 
passe par la ligne de terre et par un point donné. 

FiG.129 L'intersection des deux plans p'q' et (xy, m, m')^ 
étant parallèle à xy, il s'ensuit que le plan mam% perpen- 
diculaire à xy, et mené par le point (m, m'), les coupe 
suivant deux droites formant entre elles l'angle cherché. 
Ces droites sont rabattues sur le plan horizontal en c^c et 
oM; et apd' est l'angle des deux plans. 

16® L'un des deux plans donnés a ses deux traces en 
ligne droite ; l'autre passe par la ligne de terre et par un 
point donné. 

FiG. 130. Après avoir déterminé l'intersection (af, af) des deux 
plans aaa\ (xy^'M), on achève la construction comme dans 
le cas -général. 

17® L'un des plans pas^e par la li^e de terre 6t par 
un point donné , l'autre passe par la ligne de terre et* par 
un second point donné. 

FiG. 131. Les deux plans (xj/, w, w') et (xy, n, n') ont pour in- 
tersection la ligne de terré. Donc les intersections de ces 
plans avec un même plan perpendiculaire à xy, compren- 
nent entre elles l'angle chercïié. 

Le plan 7nj3m^ perpendiculaire à xy et passant par le 
point (m, m'), coupe le premier des deux plans donnés sui* 
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vant une droite qui est rabattue sur le plan horizontal en 
^M, tandis que le plan n<xn\ perpendiculaire à xy et passant 
par (n, n')y coupe le seeond des deux plans donnés suivant 
une droite qui est rabattue horizontalement suivant oN. Or, 
les deux plans non' et mj3m^ sont parallèles ; par conséquent, 
si par le point a on mène ak parallèle à /3M, on pourra re- 
garder cette droite comme le rabattement de Tintersection 
du plan flan' avec le premier des deux plans donnés. Donc 
Fangle demandé est Na/p. 



VROBIiAmII 



Gon$traire le plan bisseeteor de Vangle formé par deux plans donnés. 

« 

93. Soient oaa' et b^b' les deux plans donnés- On con- Fig. 132. 
struit, d'après le problème précédent, Fangle pvq que ces 
deux plans font entre eux; puis on le divise en deux 
parties égales par la droite vd qui rencontre p^ au point (2; 
on suppose ensuite qu'on fasse tourner le plan de cet angle 
autour de pq^ afin Ae lui rendre sa véritable position ; et il 
est clair que la ligne vd viendra se placer dans le plan bis- 
secteur. Or, dans le mouvement qu'on imprime au plan de 
Fangle pvq, \st droite vd ne cesse pas de passer au poiut 
d ; donc ce point d appartient à la trace horizontale du 
plan cherché. D'ailleurs, ce plan doit passer par Tintersec- 
tion des deux plans donnés ; donc ses traces passent aussi 
par les points m, w^ où cette intersection rencontre les 
plans de projection. Elles sont donc mdd et âfn' 
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CHAPITRE V. 

Réflolntlon de ï'aiif^lç trf èdre.— Rédnetlon h ThorlaOA. 
mphér^ liuierlte. ^ 0^lièré eiritmmtc*lÊé. 



94. Les éléments d'un angle trièdre quelconque sont les 
trois faces et les trois angles dièdres. Si Ton se donne trois de 
ces six éléments, on pourra se proposer de trouver les trois 
autres ; c'est là ce qu'on appelle résoudre un angle trièdre. 

95. Le problème comporte six cas distincte. En effet, 
représentons par A, B, G les trois angles dièdres du trièdre ; 
par a, b, Cj les faces opposées k ces angles ; et nous au- 
rons six manières, essentiellement différentes ^ de cboisir 
les données, savoir : 

1« a, b, c; 4« A, B, C; 

2« », c, A; o^ B, C, a; 

3^ b, c, B; 6*> A, B, c. 

96. Par la considération de Tangle trièdre supplémen- 
tairey les trois derniers cas peuvent être ramenés aux trois 
premiers. Car si Ton donne ^ par exemple,, les trois angles 
dièdres A, B» G; comme les suppléments de ces angles 
sont égaux aux faces du trièdre supplémentaire , il ne s'a- 
gira plus que de construire un angle trièdre connaissant 
ses trois faces. 

Nous pouvons donc supposer que les données sont : 
les trois faces; ou deux faces et l'angle dièdre compris; ou 
deux faces et l'angle dièdre opposé à l'une d'elles. 
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Connainuit !« trois he« d'oa ang^o trièdn , iroum ]m ttote angUi dièdrM< 

07. Supposons qu'on ouTre Tângle trièdre 8ABG suivant Fig. 139. 
l'arête SC f et qu'on fasse tourner les plans CSA et G8B 
autour des arêtes SA et SB pour les rabattre sur le plan 
de la face ASB^ supposé horizontal. Gomme les angles 
plans CSA et GSB sont égaux à i^ et à a, il est clair qu'on 
obtiendra leurs nd^attements en menant^ ddns le plan liori^ 
zontal^ des droites Se et Se' soiis les angles connus cSA^sfr 
et c'SB=so. 

Si on prend sUr les lignes Se 4 Se' deux points quel- 
conques m 4 m' également éloignés du sommet S^ on 
pourra regarder ces deux points comme les rabattements^ 
sur le plan horizontal, d'un même point M de l'arête SC# 

Concevons maintenant que les faces cSA et c'SB tour* 
nont respectivement autour des arêtes SA et SB pour re- 
prendre leurs positions primitives. Dans ce mouvement de 
rotation, les points m, m' décrivent des circonférences «dont 
les plans sont respectivement perpendiculaires aux arêtes 
SA» SB» et dont les centres sont les pieds des perpendi^' 
culakes fng^ m'q' abaissées des points itt^m' Sur SA» SBi 
11 suit dé là que le point M a pour projection horizontale 
le point de concours h des lignes wg, m'g', et que Ul 
droite /iS sera la projection horizontale de l'arête S<L 

. Si on joint le point M projeté en h^ aux points h^g et 9% 
on formera deux triangles rectangles M/ijf« Mb^S dans 
lesquels les angles Mg/i» M$f'fc mesurent lés «igles diè-* 
drea A ti B qu'il s'agit dé construire, et dans leequiAs 
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les hypoténuses Mjf, Mg' sont respectivement égales à 
mg, m'g\ 

Si donc nous supposons que le triangle MJ^ tourne 
autour du côté hg pour se rabattre sur le plan horizon- 
tal ASB, le sommet M viendra se placer à TintersecdoQ 
r de hq perpendiculaire .à hg , et de Tare décrit du point g 
comme centre avec le rayon gm; de sorte qu'en tirant gr, 
nous aurons hgr pour vraie grandeur de Tangle dièdre A. 

De même, afiu de trouver la vraie grandeur de Tangle 
dièdre B, on mèiie, dans le plan horizontal, hq^ perpendicu- 
laire à %'; on décrit, du point j' comme centre, avec g 'm' 
pour rayon, l'arc m'r'; on joint le point r', où cet arc coupe 
hq\ au point g'; et ftgf'r' mesure l'angle dièdre B. 

Quant au troisième angle dièdre C, qui a pour arête SC; 
imaginons, par le point M, un plan perpendiculaire à cette 
arête ; ce plan coupera les deux faces latérales SCA et SCB, 
suivant deux droites perpendiculaires à SC au point M, et 
qui comprendront entre elles Tangle cherché C. 

Pour déterminer les points p, p', où ces droites rencon- 
trent le plan horizontal SBA, observans que les droites Sm, 
Sm' représentent les rabattements de SM autour de SA et de 
SB ; si donc nous élevons, aux points m, m', les perpendicu- 
laires mp, mY aux arêtes Se, Se', ces perpendiculaires ren- 
contrerout ^ SA, SB aux points demandés p, p\ De plus, 
ces droites mpy m Y seront égales j respectivement, à 
Mp, Mp'. 

n ne reste plus qu'à construire le triangle Mpp', ce qui 
se fera en décrivant, dans le plan horizontal, des arcs de 
cerche -ayant les points p, p' pour centres, et les droites 
prît, p 'm' pour rayons; ces arcs se couperont au point M', 
rabattement de M. En tirant pM' et p'M', on obtiendra le 
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triangle pM'p', rabattement du triangle pMp'. Par consé- 
quent, l'angle pM'jp' est égal à Tangle dièdre C. 

98. Remarque. La construction précédente comporte 
plusieurs vérificationfi. 

1® Les droites fer, fer' doivent être égales, car chacune 
d'elles représente la vraie grandeur de la verticale feM. 

2® L'arête SM étant perpendiculaire au plan pMp', il 
s'ensuit que la projection horizontale S/i de cette arête doit 
être perpendiculaire à la trace horizontale pp' de ce plan. 

5® La droite Sft étant perpendiculaire à la base pp' du 
triangle Mpp', dont le sommet M est projeté en ft; si ce 
triangle tourne^autour de »a base 'pp^ pour venir se rabattre 
sur le plan horizontal, le sommet M se mouvra dans le plan 
vertical Wis. Conséquemmént, le point M', où s'est rabattu 
ce sommet, doit se trouver sur la droite Sft. 

99. Ihsmssion. On peut toujours supposer que la face 
ASB est la plus grande des trois faces données. Alors, pour 
que le trièdre soit possible, il faut que les circonférences dé- 
crites autour des droites SB , SA, par les points m', m, puis- 
sent se rencontrer. La première circonférence est projetée 
Imt entière sur son diamètre m^g'n'y lequel est la corde de 
l'arc m^i'n'. De même, la seconde circonférence est projetée 
suivant ta corde m« de l'arc rmn. Ces deux circonférences 
ne pourront donc se couper que si l'es cordes mn, m'»' se 
coupent elles-mêmes. Ceci exige évidenameut que la- somme 
des arcs in, i^n' soit plus grande que Varc tV ; ou ce qui pst. 
la même chose, (^e la plus grande face soit moindre que 
la somme des deux autres. On retombe donc sur la condition 
connue. 
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V^OML±Mlà ZXZZZ. 



GoBiiaiflsant denx fam d'un angle trièdre^ et f angle dièdre eomprb, 
trouver la troisième faee et les deux antm angles dièdres. 

Fïfi. 140. 100. Soient ASB=c et ASC=^6 les deux faces données, 
et soit en n^éme tempjs A Tangle dièdre donné* compris entre 
ces faces. 

Prenons pour plan horizontal le plan de la face ASB^ 
et supposons que la face ASC tourne autour de Tarôte SA 
pour se rabattre sur le plan horizontal; il est clair que 
nous obtiendrons le rabattement de cette face en meoant 
une dcoite Se qui fasse avec SA Tangle c&k=b* Si la 
' face «cSA tourne autour de SA pour reprendie sa position 
primitive SCA , un point quelconque m de la droite Se dé- 
crira un arc vertical dont le rayon sera mg perpendiculaire 
à S^ et dont le centre sera g; la . projection horizontale 
de cet arc sera sur gh perpendiculaire à SA ; et quand le 
point m sera parvenu en un point M de Tarète SG» la droite 
Mg, perpendiculaire à. SA, fera avec hg Tangla Ugh égal à 
Tangle* dièdre donné A. 

Si maintenant le plan }ligh tourne autojur de sa trace 
horizontale hg pour se rabattre sur le plaA ASB, la rabat- 
tement d^ la droite Mjf sera une droite gr, faisant^ avec 
ghf un angle rgh=^k; et comme, dans ce mouvement, la 
distance M^ reste constante, le point M se rabattra en r, 
à l'intersection de gr avec l'arc mry décrit du point g 
comme centre. En abaissant rh perpendiculaire k'ghy nous 
obtiendrons la projection horizontale h du point M de l'aréte 
se ; et, par suite, la droite Sh sera la projection horizontale 
de cette arête. 
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Pour déterminer la troisième face; observons 'que si 
elle tourne autour de SB popr se rabattre sur le plan hori. 
zontal 9 le point M restera dans le plan perpendiculaire k 
SB mené par la verticale Mh^ et que par conséquent il se 
rabattra sur hg'm' perpendiculaire à SB. D'ailleurs la dis* 
tance SM reste invariable et égale à Sm ; donc le rabatte- 
ment du point M doit aussi se trouver sur Tare décrit du 
point S comme centre, avec Sm pour rayon. Il résulte de 
là que le point m% où cet arc coupe hg'm\ est le rabatte* 
ment du point M. Par suite ^ l'angle m'SB sera égal à a, 
c'est-à-dire à la troisième face de l'angle trièdre proposé. 

LeS' trois faces Oy b eX t dé cet angle trièdre étant con- 
nues, on trouvera les deux angles dièdres B et G au moyeu 
du problème précédent. 

CoOflais^iairt dent fitees fou angle trièdre, eC Tangle drèilre opposé à Fone f elles , 
trotttcr la trotsièflie faee et les deux nôtres angles dièdres/ 

401. Soient BSA=c et cSA=2ft les deux faces données, Fio. 141. 
et soit B l'angle dièdre donné , opposé à la faee b. Prenons 
pour plan horizontal le plan de la face BSÂ ; et, par un 
points, pris à volonté sur l'arête SA, menoipis un plan per- 
pendiculaire à cette arête. Ce plan coupe le plan horizontal 
suivant une droite gp perpendiculaire à SA, et il coupe l'a- 
réte se, située hors du plan horizoutaU en un pc4nt M> la 
section que fait ce plan dans l'angle trièdre est donc un 
triangle pM^r qu'il s'agit de eoastruire« 

Remarquons d'abord que le plan vertical pg coupe' la 
droite SCji rabattement de SC, en uu point n qui repré- 
aeiite U position que viiu4 oceupef te poiïit M lorsque la 
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ace b '^ teurné autour de SA pour se rabattre sur le plan 
horizontal. Si donc nous supposons que le triangle M^p 
tourne autour de sa base gp pour se rabattre sur le plan 
horizontal , le sommet M viendra se placer en quelque point 
de l'arc mn^ décrit du point g comme centre, avec mg pour 
rayon. 

D*un autre côté , le point M doit se trouver sur la sec- 
tion faite dans la face inconnue BSG , par le plan vertical 
pg. Le point p appartient au rabattement de cette section; 
et il est très-facile d'avoir, un second point de ce rabat- 
tement. 

En effet, si par le point g nous imaginons un plan gq 
perpendiculaire à SB^ ce plan coupera les deux faces BSA 
et BSG suivant deux droites qg et qO faisant entre elles un 
angle égal à l'angle dièdre B; et il coupera le plan vertical 
mgp suivant uae droite gO projetée en g. Si donc, après 
avoir fait l'angle gqO' égal à l'angle, dièdre B, nous me- 
nons jfO' perpendiculaire à qg, la droite jO' sera égale à 
îfO; et eu prenant sur l'arête SA, gO"=gO', le point 0" sera 
le rabattement du point situé sur l'intersection du plan 
vertical pg avec la face BSG. 

Supposons maintenant q^e la droite p(fK.' rencontre la 
circonférence wn en M' ; ce point M' sera le rabattement du 
point M, eipWg sera le rabattement du triangle piHg. Si 
nous abaissons M'M, perpendiculaire sur gp, le point M, 
sera la projection horizontale du point M, et SM,C' sera 
la projection de l'arête SG. 

La construction de l'angle trièdre s'achève sans difficulté. 

102. Discussion. Quand h droite pO^K' rencontre la 
demi-circonférence fnn en deux points M' et M'', comme 
ceîa a lieu sur ta' figure, le problème a, en général, deux 
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solutions. La troisième face de l'angle trièdre fournie par 
le point M' estc'SB; celle qui correspond au pqint M'' 
est c"SB. 

Le problème n'a cependant deux solutions que si les 
points M' et M" sont tous deux à la droite de Uarête SB • 
lorsque le point M'' est à gauche de SB, c'est-à-dire au-des- 
sous de pjgy il ne fournit pas de solution, parte- qu alors 
l'angle dièdre suivant SB, au lieu d'être égal à B, est le 
supplément de B. Quand la demi-circonférence mn est tan- 
gente à la droite pO'-K', les deux solutions se réduisent à une 
seule. Eiifin» lorsque ces lignes ne se rencontrent pas, le 
problème est impossible. 

Réduire à rhorizon Fangle de deux droites. 

103. Supposons que Ton cçnnaisse l'angle AOB formé Fig. 155. 
par deux droites OA, OB, et que l'on connaisse aussi les 
inclinaisons de ces deux droites sur la verticale OC passant 
par leur point de concours 0. Si l'on projette les deux droites* 
sur un plan horizontal quelconque, l'angle A'O'B', formé 
par leurs projections, sera ce qu'on appelle l'angle AOB, 
réduit à Vhorizon. Il est clair que l'angle A'O'B' mesure 
l'inclinaison des deux plans verticaux COA, COB : ainsi, la 
réduction à l'horizon n'est qu'un cas particulier de la résolu- 
tion d'un angle trièdre. Cependant, à cause de la disposition 
particulière des données, on le résout directement comme 
il suit. 

Prenons pour plan vertical dei projection, celiji de la face 
AOC ; supposons que la face BOC ait tourné autour de la 
verticale OC, jusqu'à ce qu*elle soit venue se rabattre sur le 
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FiG. 135. plaH vertical. Soient alors o, o' les deux projections du 
sommet de Tangle trièdre; t^û'a^ la face COA ; c'o'fc^ le 
rabattement de l'autre face ; ao'h" un angle égal à l'angle 
AOB des deux droites. 

Il résulte de ces données que le cdté OA de Tangle 
AOB a pour projection horizontale la partie oa de xy \ 
par conséquent il ne s'agit plus que de trouver la projection 
horizontale du deuxième côté OB, ou seulement sa trace ho« 
rizontale b. 

Pour déterminer ce point b, considérons te triangle aOb^ 
ayant pour commets le point et les traces horizontales a» 
by des côtés OA, OB. Nous connaissons, dans. ce triangle, 
le côté Oa=o'a, Tangle AOB=ao'b\ et le côté Ob=o'b' : 
car lorsque ce côté Ob a tourné autour de la verticale oo', 
son extrémité b n'est pas sortie du plan horizontal, dans 
lequel elle a tracé une circonférence ayant son centre en a. 

Si donc, du point o' comme centre, nous décrivons Tare 
6'6" qui coupe o'b" en un point b", et si nous menons a6', 

le triangle ao'b" sera le rabattement, autour de Oa, du 

« • 

triangle aOb. Donc la distance ab=^ab . Le point b se 
trouve donc sur la circonférence décrite du point a comme 
centre avec ab" pour rayon ; mais il est aussi sur la circon- 
férence décrite du point o comme centre avec ob pour râyoû. 
Donc il est à Tintersection de ces deux circonférences. En 
menarifoft, on obtient l'angle aob, qui est Tangle donné 
AOB réduit à Thorizon. 

104. Cas particulier. L'une des droites données est ho- 
rizontale. 
FiG. 156. Si nous prenons toujours pour plaft vertical le plan de 
la face AOC, la droite AO sera parallèle à la ligne de terre ; 
la construction générale âera donc en défaut. 
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Pour suppléer au triangle aOft, qui n'existe plus, imagi- Pig. 186. 
nons, par la trace horizontale b du c6té OB, un plan P per- 
pendiculaire à OA; Ce plan rencontrera la drofte OA en un 
point A , sommet de l'angle droit d*un triangle rectangle 
kOb. {!n effet, la droite Xb étant située dans le plan P, est 
perpendiculaire à OA. De plus*, Vangle de ce triangle 
rectangle est égal à Vangle des deux droites données. En- 
fin, l'hypoténuse 06 de ce même triangle est connue, car 
elle est égale à o'fc'. Conséquemment, après avoir pris, 
comme dans le cas général, Tangle fl'ô'fr"=AOB,on décrit, 
du point o' comme centre, farc b'V; puis on abaisse b"b 
perpendiculaire à la ligne de terre. Cette droite rencontre au 
point cherché b, Tare décrit du point o comme centre, avec 
ob' pour rayon. 

GÎKonserire nue sphère à une pyramide triangalaire. 

105. Le centre de la sphère circonscrite àla pyramide don- 
née doit être à égale distance des quatre sommets de cette 
pyramide, puisque la surface de cette sphère doit passer 
par ces quatre sommets. Il résulte donc, de ce qu'on a vu 
dans la Géooiétrre élémentaire , que le centre de la sphère 
demàpdée sera donné par l'intersection de trois plans élevés 
perpendiculairement sur les milieux de trois des arêtes. Il 
fout, bien entendu, avoir soin de prendre trois arêtes non 
situées dans une même face de la pyranlide, car alors les 
trois plans perpendiculaires se couperaient suivant une 
même droite. 

A(in de rendre les oonstructioiis aussi simples que pos- 
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FiG. 143. sible, on prend, pour plan horizontal de-projection, le plan 
qui passe par trois sommets A, B, G de la pyramide don- 
née , et pour plan vertical de projection > un plan parallèle 
à l'arête SA. Alors, cette arête aura pour projection ho- 
rizontale une droite sk parallèle à o^y, et les projections 
verticales des sommets A, B, G seront les points A', B', G' 
dé la ligne de terre ; de sorte que si on joint les projec- 
tions 8 et «' du sommet S, respectivement aux projec- 
tions A, B, G et A', B', G' des sommets de la base de la 
pyramide, on obtiendra les projections des arêtes qui partent 
du sommet S. Gela posé, par les milieux m, n des arêtes 
AB, AG, menons des plans perpendiculaires à ces arêtes ; 
ces plans sont verticaux , et leur intersection est une ver- 
ticale ayant pour trace le point o de rencontre des per- 
pendiculaires mo et no. On sait que cette droite est le lieu 
géométrique de tous les points à égale distance des som- 
mets A, B, G; donc elle passe par le centre de la sphère 
demandée; par suite, ce centre a pour projection hori- 
zontale le point 0, et il a sa projection verticale située sur 
o^o" perpendiculaire à la ligne de terre. 

Pour déterminer cette projection verticale, on observe 
que si, par le* milieu de SA, on mène un plan perpendicu- 
laire à cette^ arête, ce plan, perpendiculaire au plan vertical, 
contiendra le centre. Donc sa trace verticale p'o', perpen- 
diculaire au milieu p' de s'A', contiendra la projection 
verticale da centre; et l'intersection o' des lignes p'o' et 
o"o^ sera la projection verticale de ce centre 0. Si on tire 
les droites ok et-o'A', elles seront les projections d'un 
jrayon, dont on constrjiira* aisément la vraie grandeur o'r. 
106. Remarque. Les projections de tous les points situés 
dans l'intérieur de la sphère circonscrite sont comprises 
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dans les cercles décrits des points o et o' comme centres, 
avec le rayon oV; par conséquent, ces cercles peuvent être 
regardés comme les projections des contours apparents de 
la sphère» relatifs à chacuil des plans de projection. 



Inscrire une sphère dans une pyramide triangulaire. 

407. Le centre de la sphère inscrite dans la pyramide 
donnée doit se trouver à égale distance des quatre faces de 
celte )[>yranaide ; par conséquent ce centre est à Fintersec- 
tion des plans qui divisent les six angles £èdres de la pyra- 
mide , chacun en deux parties égales. Pour le déterminer, 
il faut prendre trois de ces six plans bissecteurs , pourvu 
toutefois qu'ils ne passent pas par le même sommet de la 
pyramide (car, dans ce cas, ils se couperaient suivant une 
droite), et chercher leur point d'intersection. 

Afin de simplifier lés constructions, on prend, comme 
dans le problème qui précède, la base ÂBG de la pyramide Fio. 142. 
pour plan horizontal de projection. 

Si on considère les trois plans bissecteurs des angles diè- 
dres qui ont pour arêtes les côtés de cette base, on recon- 
naît que ces plans forment, par leurs intersections, un té- 
traèdre OABC, ayant même base que la pyramide donnée , 
et dont le sommet 0, intérieur à la pyramide, est le centre 
de la sphère demandée. Il suit 'de là que la section de ce 
tétraèdre par un plan horizontal quelconque x'y'\ sera un 
triangle ayan^ ses côtés respectivement parallèles à ceux 
de la base ABC ; donc les projections horizontales de ces 
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côtés seront des parallèles ab , ac, be, à AB, AC , BC. Si 
ces projections étaient connues, le problème serait résolu. 
En. effet, les prolongements des droites Aa, B6, Ce, étant 
les projections horizontales des arêtes OA, OB» OG de la 
pyramide OABC , devront se couper en un point o, projec- 
tion horizontale du centre de la sphère inscrite ; et les 
projections verticales correspondantes A'a', B'b\ Ce' de- 
vront pareillement.concourir en un point o', projection ver- 
ticale de ce centre. 

La question est donc réduite à construire la projection 
horizon^le abc 4o la section faite dans la pyramide OABC 
par le plan horizojital x'y'. 

Pour déterminer le côté bc , on suppose qu'on mène , 
psir le sommet S de la pyramide , un plan vertical perpen- 
diculaire à BG. Ce plan coupe la base ABC et la face 
SBC de la pyramide suivant des droites sp, Sp perpen- 
diculaires à BG^ et. dont Vangle Sps mesure Tinclinaison 
des plans ABC et SBC;. de sorte que si Ton conçoit la ))is- 
sectrice de cet angle , elle appartiendra à la face OBG du té- 
trsièdr^ QABC. Cela posé, on fait tourner le plan Sps autour 
de la verticale Ss de mamère à le rendre parallèle au plan 
vertical de projection. Alors sp se projette sur la ligne 4e 
terre ea fp'ç=zspj l'hypoténuse Sp se projette sur s',p\ et 
la bissectrice de l'angle Sp^ a pour projection.la bissectrice 
de l'angle f'pV. Actuellement, si on .conçoit le triangle 
s'^p' rétabli dans sa première position , il est évident que 
le point î}i', où p'm' rencontre oj'a', se placera en un point 
qui sera Tintersection du plan horizontal a;'j/' avec la bis- 
sectrice de l'angle Sp«, et qui se projettera en m. Donc, 
en n^enant par ce ,poipt m une parallèle 6c à BC , on aura 
le premier côté dn triangle qb^. 
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On construira i» la même manière \e% projections ah, ac 
des intersections du plan x'y' avec les deux plans OAB^ 
OAG. Le triangle abe étant construit, on obtiendra, comme 
on Ta expliqué, les projections o et o^ du centre de la 
sphère inscrite ; et, si la construction est bien faite, la droite 
00' sera perpendiculaire kxy. 

La sphère est tangente au plan horizontal; donc i^on 
rayon est égal à oV, élévation du centre au-dessus de 
ce plan. 
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GoDstraire une sphère tangente aux quatre faces d'un tétraèdre. 

108. Ce problème est la généralisation du précédent. 
Si l'on suppose, en effet, que les quatre plans qui compo- 
sent les faces d'un tétraèdre soient indéfiniment prolongés, 
on pourra se proposer de chercher toutes les sphères qui 
touchent à la fois ces quatre plans. 

Afin de déterminer, en premier Heu, quel peut être le 
nombre de ces sphères , observons que le plan de la base 
ABp dq t^r^^^F^ ^ prolopgé indéfiniment, forme, avec les 
trQJjT aptr^s faces , si% aiDglcs dièdres dont trois sont inté' 
rimr$j ef. 4PUt l^s trois autres sont eûoUneurs. 

Ppur (pi^un point i^oit égaleniept distant des quatre fisioes 
d^ tétriièdre, il feut- qU'il mt »tué sur trois des plans 
bijisectaurs de ces m angles 4i^dres. Si donc P, Q, R 
sont les pUns bip^ecteârs des angles intérieurs , et que 
P'i Q% {l^ ^oi^At lo§ plaps bissecteurs des angles extMeurs, 
il j aur^ a)itai)t fl^ f^pbiirei ai^tisfaisant k 1é question , qu'il 
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y aura de points déterminés par les combinaisons suivantes 
des plans bissecteurs : 

P, Q, R; P, Q, R'; P,' QS R^ .F, Q% R^ 

Q, R, P'; Q, RS P'; 
R, P, Q'; . R, P', Q'. 

Le nombre de ces points , et par conséquent le nombre 
des sphères cherchées, est donc au plus égal à huit. 

409. La sphère déteilniuée par les plans P, Q, R, c'est- 
à-dire la sphère inscrite au tétraèdre , existe toujours. 

Il en est de même pour les qttatre sphères déterminées 
par les plans 

P. Q, R'; 
Q, R, P'; 
R, P, Q'; 
P', Q', R', 

t 

que Ton appelle sphères ex-inscrites^ et qui sont telles^ 
que chacune d'elles touche une des faces du tétraèdre et 
les prolongements des trois autres faces. 

Considérons , par exemple ^ les trois plans bissecteurs 
P', Q', R'. Il est évident que chacun de ces plans fait, 
avec le prolongement de la face ÂBG, un angle dièdre aigu; 
conséquemment, ces trois plans ne peuvent se couper deux 
k deux suivant des droites parallèles, -de^manière à former 
les faces d'un prisme triangulaire ; donc ils se coupent en 
un seul poiM , centre de la sphère ex-inscrite suivant la face 
ABC. La même démonstration s'appliquerait aux sphères 
ex-inscrites suivant les trois autres faces, et il est facile de 
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reconnaître que leurs centres seraient donnés par les com« 
binaisons 

P, Q, R^ 
Q, R, P' 
R, P, Q' 

des six plans bissecteurs. 

110. Considérons maintenant le tétraèdre ÂBGD^ et sup- Fio. 166. 
posons que Ton prolonge ses dififérentes faces ainsi que 
Tindique la figure ; il est clair que l'on obtiendra deux es- 
paces indéfinis BGEF6H, ADIKLM, terminés chacun par 
quatre plans ^ et s'appuyant sur les deux arêtes opposées 
BG, AD. Ces espaces , dont la forme est assez bien indiquée 
par celle d'un comble à quatre pentes , ont été désignés 
sous les noms d'angles prismatiques et de bi-angles. On 
comprend que, dans certains cas, une sphère' puisse être 
inscrite dans un angle prismatique. Il semblerait, d'après 
cette considération, que le nombre des sphères inscrites 
dans les six angles prismatiques obtenus en considérant 
ces trois couples d'arêtes opposées, puisse s'élever à six; 
mais il est aisé de démontrer que si l'on peut inscrire une 
sphère dans Fangle prismatique BGEFGH, on n'en pourra 
pas inscrire dans l'angle prismatique opposé, et réciproque- 
ment. 

En effet, quelle que soit la position de la sphère cherchée, 
son centre doit se trouver sur les plans bissecteurs des 
angles dièdres intérieurs dont les arêtes sont AD et BG. 
Le premier plan bissecteur rencontre l'arête BG en un point 
U situé entre B et G. De même ; le second plan bissecteur 
rencontre AD en un point V, situé entre A et D. Le cen,tre 
cherché doit donc se trouver sur la droite UY, intersection 
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deê deux plans bis$eeteur9é Ce centre doit aiwsi se- trouver 
sur le plan R^ bissecteur de Fangle dièdre extérieur ayant 
pour arête AB ; d'ailleurs une droite ne peut rencontrer un 
plan qu'en un seul point ; doûc, etc< 

On peut observer encore que le plan R' est extérieur au 
tétraèdre, dans lequel est située la droite UV; donc le 
centre de la sphère dont il s'agit sera sur k prvUmgemeUt 
do UY, Boit.en 0', dans l'angle prismatique BCEFaH, 
soit en 0'^ dans l'angle prismatique ADIKLM. 

S'il arrive que le plan R^ soit parallèle à la droite UY^ âlot^ 
le centre de la sphère est transporté à l'infini ^ on plutdt 
aette sphère n'existe pas. 

Au lieu de détenamer le centre 0' ou le ceiitrd Û^ par 
rintersection du plan P passant suivant BQ, du plan 
ti' passant suivant ÂB et du plan bissecteur ADU^ on 
pourrait l'obtenir au moyen de la combinaison des plans 
P) R' et Q^; en supposant que Q' soit le plan bissecteur 
de l'angle dièdre extérieur dont l'arête est AG. Nous 
retombons ainsi, sur la combinaison P» R% Q^ indiquée 
plus haut. 

Nous voyons don)& que les sphères déterminées par les 
ooflibinaisons ' 

Q, PS RS 
», QS PS 

peuvent, en tout ou en partie^ ne pas exister ^c'est^^à^diit 
que le nombre des Solutions du problème peht être réduit 
à cinq* Mais peut-il s'élever k huiU à sept OU même à mxf 
C'est œ qu'il convient d'examitiei:. Il faut bieh . remarquet* 
en effet que, dans les développements précédents, rien ne 
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prouve qu'en, général la droite UV rencontrera le plan R', 
ou, ce qui est la même chose, que les plans P, R', Q' se 
eDupeit)nt en un point unique. 

111. Afin d'éclaircir cette partie de la question, nous 
commencerons par démontrer la proposition suivante. 

Théorème I. — Dans tout tétrûèdre^ le plan bissecteur 
de chaque angle dièdre partage V arête opposée en deux 
segments proportionnels aux aires des faces adjacentes. 

Considérons , par exemitte , le plan AUD, qui divise en 
deux parties égales Tangle dièdre intérieur dont l'arête est 
AD. Il s'agit de démontrer que 

en représentant Taire d'une face par la lettre qui indique 
le sommet opposé à cette face. 

Projetons la figure sur un plan quelconque, perpendicu- 
laire à AD. Cette droite aura poilr projection un point I; Fig, 167. 
et les plans ABD, AUD, ACD, étant perpendiculaires au 
plan de projection, auront pour traces des droites IB^ lU', 
IC telles, que lU' sera la bissectrice de VungU fbtmi par 
IB' et IC\ Ënfin^ la droite BUG se projettera suivant une 
droite B'U/C^ 

Gela posé, le théorème de géométrie élémentjûre donne 

WBl 

c'u~Gr 

4 

Mais il est clair' que B'U', C'U' sont des drbîtfes pro- 
portionnelles à BU, GU, et que Bl, Cl sont égales ^ 
respectivement^ aux perpendiculaires .abaissées des points 
B , G sur' la base AD des triangles ABD^ ACD% La pro- 
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portion précédente revient donc à celle qu'il s'agissait de 
démontrer. 

Fie. 166. 112. Supposons qu'après avoir mené la droite UY, dé- 
terminée par les proportions 

BU_C AV_D 
CD~B' fiV~À^ 

on mène» semblablement, la droite ST, qui rencontre les 
arêtes opposées ÂB, CD, de manière que 

AS_B DT_C 
BS^A' CT~D' 

D'après ce qui précède, chacune de ces droites doit contenir 
le centre de la sphère inscrite au tétraèdre; donc, puisque 
ce centre existe toujours, les deux droites se coupent. De 
là, ce théorème : 

Théorème U.—Les droites qui partagent les arêtes op- 
posées d'un tétraèdre y chacune en deux segments additifs 
proportionnels aux faces adjacentes à ses deux extrémitéSy 
se coupent toutes les trois en un même points centre de la 
sphère inscrite au tétraèdre. 

115. Du reste, on peut démontrer directement que les 
droites UV, ST se coupent, en observant que les propor- 
tions précédentes donnent . 

AV.DT.CD.BS = AS.BD.CT.DV. 

114. Au lieu départager les arêtes en segments additifs, 
supposons qu'on les partage en segments soustractifs , de 
manière à satisfaire aux proportions 

AX;_G DY^J-B Dr_C AS^_B 
CX'~Â' BY^^P' Cr~D' BS^""A" 
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Comme ces proportions donnent 

AS^BY^cx^DT^=AX^BS^CT^DY^ 

I 

on conclut encore que les droites ST^ X'Y' sont dans un 
même plan. Donc, en général ^ €flles'se coUperont en un 
même point 0^ situé aussi sur la di'oite VU. Ce point 
sera le centre de l'une des sphères inscrites dans les angles 
prismatiques. 

115. Pour que cette sphère n'existe pas, il faut que les 
droites UY, X'Y', lesquelles sont toujours dans un même 
pUmy soient parallèles entre elles. Cherchons dans quel cas 
aura! lieu ce parallélisme. 

Les proportions 

AX;_C CT_D Dy_À 
CX'~A' DÏ~C' AV~D 

donnent AX'.CT.DV=CX'.DT.AV; 

ainsi, les points X', T, V sont en ligne droite, et AVX' est 
un triangle. A cause de la transversale .DXC, nous aurons 
donc , AC.TX^DV= AD.YT.CX'. 

De mémç, UTY' est une droite; et le triangle BUY', coupé 
par h transversale DTC, donne 

BC.UT.DY' = BD.TY^CU.. 
Maintenant, les deux droites YU, X'Y' étant suppojiées pa- 
rallèles, on a 

YT TX' 

UT""TY'' 

Si on multiplie membre à membre les deux premières 
égalités, et qu'on ait égard à cette dernière, on obtient 
AC.BC.DV.DY'=AD.BD.CU.CX' 

AC BC_AD W^ 
ou 'CX''CU~bVDY'* 



OQ 
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Mais , ainsi qu'il est aisé de le reconnaitre , 

AC_C— A Be__B+G AD_AHf-D BD D— B 
CX'~ A ' CD~ B ' DV~ A ' DY'~ B ' 

donc (G— A) (B4-C)= (A4-D) (D--B) , 

C— A_A+D_C+D 
D— B~ï+C~C+5* 

Cette proportion exige que A+D=B+C. 

Ainsi, pour que la sphère 0" disparaisse, il faut et' il 

suffit que lu somme des aires des faces qui ont AD pour 

arête commune^ soit équivalente à la sommç des deux au- 
très faces. 

116« Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que 
Ton n'a pas, à la fois, CrrA él D=B. Si ces deux condi- 
tions étaient vérifiées, les points X' et Y' seraient trans- 
portés à Imfini, aussi bien que la sphère 0'. En même 
temps, comme les sommes A+B et C+D seraient égales, 
la sphère inscrite dans Tun des angles prismatiques ayant 
pour arêtes AD ou CD, aurait un rayon infini. C'est-k-dire 
que le nombre des sphères tangentes aux quatre plans se- 
rait réduit à six. 

117. En résumé : 

1® Quand la somme des aires de deux des faces du té- 
traèdre est égale à la somme des aires des deux autres faces, 
les sphères de la troisième espèce se réduisent à deux; 

^ Si les faces du tétraèdre sont équivalentes deux à 
deux, il n'y a plus qu'une sphère de la tromème espèce; 

3° Enfin, si les quatre faces du tétraèdre, sont équiva- 
lentes entre elles, les sphères inscrites dans les angles pris- 
matiques se transportent toutes ks trois à V infini. 
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On vérifie ces conclusions en cherchant les relations qui 
existent entre les rayons des trois sphères , les aires des 
faces, et le volume Y du tétraèdre ; ces relations sont 

±V=|r.(A+B-C-D), 
± V=| R. (A+C-B- D) , 

±V=|r,(A4-D— fr-c). 



^^^^jg^a^t^t^t^a 
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CHAPITRE VI. 



Goonaissanl Fnne des projections d*an pointjsitué dans un plan donné, trouver 
la position qu'oceupe ce point, lorsqu'on rabat, sur le plan horizontal, le 
plan donné. 

FiG. 144. 118. Soit la projection horizontale donnée. Nous com- 
mençons par chercher la projection verticale correspon- 
dante o^ 

Pour avoir ensuite le rabattement du point sur le plan 
horizontal, on observe que ce point, en tournant autour de 
la trace horizontale a<x, décrit dans l'espace une circonférence 
dont le plan est perpendiculaire à oa, dont le centre est le 
pied de la perpendiculaire abaissée du point sur cette 
droite, et dont le rayon est égal à cette perpendiculaire. Si 
donc, de la projection horizontale o, nous abaissons ohg 
perpendiculaire à aa, le point h, où ces deux droites se 
coupent, sera le centre de la circonférence décrite par le 
point 0; et le rabattement cherché sera situé sur hg, à une 
distance du point h égale à Oh. D'ailleurs, cette dernière 
distance se construit facilement à Taide d'un triangle rectan- 
gle hoO'. On obtient donc, pour- rabattement du point 0, le 
point 0''. 
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119. Remarque. La projection horizontale o d'un point 
situé dans un plan aoLa\ et le rabattement O'^ du point 
sur le plan horizontal, sont toujours sur une même per- 
pendiculaire oO'^ à la trace horizontale aa du plan axa'. 




le rabattement d*nii point situé dans on plan donné, eonstraire 
les deux projections de ce point. 

lâO. On suppose que le plan aaà\ ayant tourné autour Fig. 145. 
de sa trace horizontale aa, pour se rabattre sur le plan 
horizontal, le point du plan aaa' soit venu en 0"; et l'on 
demande les deux projections de ce point 0. 

Pour cela, on abaisse 0"/i perpendiculaire sur la trace 
horizontale aa^ et on observe que la projection horizontale 
du point doit se trouver sur cette perpendiculaire. Si on 
considère ensuite le triangle rectangle Ooh, on connaît, dans 
ce triangle , Thypoténuse Oh égale à 0% et Tangle Oho 
égal à Tangle 9 que forme le plan donné aaa' avec le plan 
horizontal. Or, cet angle , ainsi que nous Favons vu plu- 
sieurs fois , s'obtient facilement en construisant le rabatte- 
ment hn de l'intersection du plan donné avec le plan hinm\ 
perpendiculaire à aa. 

Si donc l'on porte sur ftn une longueur hO — /iO", *et si 
Ton abaisse O'o perpendiculaire à fem, le triangle O'oh 
sera égal au triangle Ooh , et le pied o de la perpendicu- 
laire O'o sera la projection horizontale du point 0. 

La projection verticale du point doit d'ailleurs se trou- 
ver sur ocf' perpendiculaire à xy, et à une distance de cette 
droite égale à Oo. ' ' . ' 
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Connapsant \m jeu! projeetjoi^ ^'ane drçjtç sHçée ^ap| an pla^ (|o|V)^j 

Iroaver le rabattement de cette droite. 

FiG. 446. 121. Soit bc la pFoJectioTî TiorÎBonttile de la droite don- 
née, située dans le plan aaa^ Il est évident que pour obte- 
nir le rabattement ,de cette droite sur le plan horizontal, 
il suffit de déterminer les rabattements de deux de ses 
points, et de les joindre par uçe ligne droite. Afin de 
simplifier les constructions, on choisit, pour ces points, 
les traces de la droite , parce que la trace horizontale c, 
appartenant à la trace horizontale du plan donné aaa\ est 
elle-même son rabattement, et que Ton n'a plus' qu'à dé- 
terminer le rabattement B' de la trace verticale b' de la 
droite donnée. On obtient ainsi B'c pour le rabattement 
de cette ligne. 



MioBulm su. 

fiWimisiant )9 ruMttement d'une dn^ite ritq^ 4991 «« |>|an flopé, 
. fîonstraire les deux proje(;t|w de «etl^ droite. 

FiG, 146. 122. goitfP' le rabattement , sur Je plaii homont^l, 
4'uqe dpoitp située dans le pja^ donné a<xa\ Si qp cherche 
le^ prqjectioqs ^lorizoptàles ^t verticales de àenu points 
quelconques de la droite rabattue cB^ (p^obl^qie XXXJ^), 
et qii'oti jpigne par des droites cçs projections horizontales 
et ces projeçtipas verticales , il est évident qu'on obtiendra 
les projections de la droite cherchée. Afin 4e i^in^pU^er Ie$ 
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constrnetions , on prend, pour Tun de ces points , la trace 
horizontale c de la droite. 



PROBIiâME ZUZ. 

« 

Tronyer, snr une droite donnée, un point dont la distance à un point donné 

soit égale à une loDgaear dMQée. 

123. Soient o, o' et 6c, fc'c'les projections du point donné Fig. 147. 
et de la droite donnée. Par ce point et cette droite on fait 

passer un plan aoLo! que Ton rabat sur le plan horizontal 
en le faisant tourner autour de sa trace horizontale. On dé- 
termine les rabattements et cB du point et de la droite. 
On décrit ensuite du point comme centre, avec un rayon 
égal à la longueur donnée, un arc de cercle qui coupe cB 
en deux points M et N. Ces points sont les rabattements 
de deux points satisfaisant à la question, et dont les pro- 
jections m, m' et n^in! s'obtiennent facilement. 

P110BX.ÊME ZXJXZ. 

Mener i une droite donnée , litnie dans un pla^ donné, nne pandléle 
qui en soit distante d'une longueur donnée. 

124. Soient k, Vd les deux projections delà droite Fig. 148. 
donnée, laquelle est située dans le plan oolo! . On cherche le 
rabattement cB de cette droite sur le plan horizontal. On 

mène fc|) ps^rallèle à cB et à u|ie distante égale à la Ion- 
gueur donnée {; cette ligne est le rabattement de la parallèle 
demandée; de sorte que le point Ji:, où &p rencontra la trace 
horizontale aadu plan-(]kxa-, est la tr^ce horizontale de celle 
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parallèle. Le point k , appartenant au plan horizontal , a 
pour projections k et k'; donc les droites kq et k^q\ me- 
nées par les points k et k' paraUèlement à be et b'c\ sont 
les deux projections àe la droite cherchée. 
Le problème admet toujours deux solutions. 

MlOBliÉMB SUV. 

Mener un plan parallèle à nn plan donné, et qni en smt distant 

d'une longaenr donnée. 

PiG. 149. 125. Coupons le plan donné aaa' par un plan 6j3ft^ per- 
pendiculaire à la trace horizontale aa, et, par conséquent, 
perpendiculaire au premier plan. Soit mn le rabattement , 
sur le plan horizontal, de Tintersection de ceâ deux plans. Si 
nous menons pq parallèle à m% de manière que leur dis* 
tance soit égale à la longueur donnée, cette droite pq sera 
évidemment le rabattement de Tintersection du plan cher- 
ché et du pian auxiliaire b^b'; et le point p, où pq coupe 
&|3, appartiendra à la trace horizontale du plan cherché. Ce 
plan est donc cyc'. 
Il est clair que le problème admet une seconde solution. 

PROBLànSB ZI.V. 

Trouver les projections d'une circonférenee passant par trois pointe donnés. ' 

FiG. 151. 126. Soient (a, a'), (b, b') et (c, c') les trois poijits don- 
nés. On fait passer un plau mom'par ces trois points, puis 
on fait tourner ce plan autour de sa trace horizontale met , 
afin de le rabattre sut le plan horizontal de projection ; et on 
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détermine les rabattements Â^ B^ G' des trois points don- 
nés. On décrit ensuite la circonférence qui passe par ces 
trois points ; et il ne s'agit plus que de revenir du rabatte- 
ment aux deux projections* 

Or, si Ton prend , sur la cîrcoTaférence 0', un certain 
nombre de points M^ N^ P^.,; qu'on cherche les projec- 
tions correspondantes m\ n' p^.. ; enfin, qu'on unisse les - 
deux séries de points ainsi obtenus, par deux traits continus 
mnp...j m'n'p'...; ces deux ellipses mnp...f m'n'p\.. se* 
ront les projections cherchées (*). 

Pour compléter Tépure, on construit les projections o, o^ 
du centre de la circonférence. Ces deux points sont les 
centres des ellipses correspondantes. 

127. Cas particuliers. 1® Les projections horizontales des 
trois points donnés sont situées sur une même droite paral- 
lèle à la ligne de terre. 

Les projections horizontales a, b^ c de ces trois points Fia. 152. 
étant sur une parallèle kxy, le platf de la circonférence 
cherchée est parallèle au plan vertical ; donc elle se pro- 
jette sur le plan vertical en véritable grandeur ; et sa pro- 
jection horizontale est dirigée suivait la droite abc. 

2® Les projections ho(i2;ontales des trois points donnés 
sont sur une même droite non parallèle à la ligne de terre. 

On ramène ce cas à celui qui précède en faisant tourner 
le plan^vertical des trois points autour de la verticale (a, ^% Fia. 153. 
jusqu'à ce qu'il soit devenu parallèle au plan vertical de 
projection. 

(*) Voir la note à la fin de l'ouvrage. 
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Par un point donné, mener ane droite quifaso, «fM 11 lipe d« (errt, 

00 angle donné. 

128. Supposons le problème résolu, et' faisons tourner la 
FiG. 154. droite cherchée (oa, o'a), autour de la ligne de terre, jus* 
qu'à ce qu'elle se rabatte sur le plan horizontal. Dans ce 
mouvement, le point a, où cette droite rencontre xy, ne 
variera pas. D'ailleurs, le point donné (o, o')se rabat en m, 
à une distance de la ligne de terre , égale à Thypaténuse 
d*un triangle rectangle dont les côtés de l'angle droit se- 
raient ohei o'h. Si donc, par ce point m, nous menons une 
droite ma qui coupe xy sous Tangle donné, nous obtiendrons 
le point inconnu a. 

% 

Par nn polît donné, mener une droite qui eoupe, sous nn angle donné, 

une droite donnée. 

439. Ce problème est la généralisation de celui qui pré- 
oMê. Pcmr le résoudre, on fait. passer* un plan par le point 
et par la droite ÂB ,' on rabat ce plan sur l'un des plans 
de projection ; par le rabattement du point 0' on mène une 
droite qui cenipe , sous l'angle donné , le rabattement de 
ÂB : la droite ainsi tracée est le rabattement de celle que 
l'on cherche. Il ife reste plus qu'à revenir du rabattement 
aux projections. Les constructions sont effectuées dans la 
figure 150. 

Le problème admet évidemment deux solutions. 
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ùmêmÈlt la t»rojed!ôii tertiedé fOM dnlte, an de ses peinls, el Faille 
4|8*elle fttt ttee le plan horitoiilal , eoutraiie sa prcjeetion koriientale. 

iZÙ. Soit aV U projecdon verticale de la droite » etFio. 157. 
soient Oj o' les deux projections de l'un de ses points. Il est 
clair cpie la droite sera déterminée quand on connaîtra sa 
trace horizontale à. 

Or y si l'on conçoit qu'on joigne le point a au point 
donné et à sa projection horizontale o, on obtiendra un 
triangle Ooa rectangle en o, dans lequel on connaît le côté 
Oo=o% et Tangle Oao=ô. Si on mène, dans le plan verti- 
cal, la droite o'k sous Tinclinaisou o'kh=iOf le triangle o'kh 
sera égal au triangle Ooa, et le côté hk sera égal à la dis- 
tance oûé Donc, si du point o comme centre, avec hk pour 
rayon, on décrit un arc qui coupe la perpendiculaire a^m en 
a, ce point sera la trace horizontale de la droite demandée* 

Par suite» la projection horizontale de cette droite sera 
la ligne ao. 

451. Râtwrque, Le problème admet généraTemeutdoni 
solutions ; il peut n'en admettre qu'une ; il peut Atra im* 
possible. 

vBomukmm mx. 

m 

Par un point donné, mener une droite qni fasse avec le plan horizontal un angle 
donné , et qni rencontre une droite donnée , située dans ce plan. 

433. Ce problème ne diffère du précédent qa>n ce que la 
trace horizontale c de la droite cherchée, au lil^u de se trou* 
ver lur une droite m',* perpendiculaire à la ligne de terre 
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(fig. 157), doit être située sur une droite donnée ab (fi- 
gure 158). 

133. Discussian. Lorsque la circonférence décrite du 
point comme centre, avec hk pour rayon, coupe la droite 
donnée ab en deux points c et d, comme cela a lieu dans la 
/ figure, iLy a deux droites, (oc, o^c^) et (od, o'd% qui satis- 

font à la question. Lorsque la circonférence est tangente à 
la droite ab^ Iç problème n'admet qu'une solution > Enfin, il 
est impossible lorsque la circonférence ne rencontre pas la 
droite ab. 

PaOBLâMB I.. 

Par un point donné, mener une droite qui fasse, ayee un plan donné, an angle 
donné, et qui rencontre une droite donnée, située dans ce pian. 

Fig. 159. 134. Soient o, o' les deux projections du point donné 0; 
et supposons qu'il s'agisse de mener, par ce point, une droite 
qui fasse avec le plan aaa' un angle 6, et qui rencontre la 
droite (ftc, Vc')^ située dans ce plan. Abaissons du pomt 
une perpendiculaire [of^ o''p') sur le plan aaa'^ et cher- 
chions le pied (]9, f') et la vraie grandeur f'V de cette 
perpendiculaire. Concevons ensuite , comme dans le pro- 
blème précédent, qu'on joigne le point inconnu M, où la 
droite dâ[nandée rencontre la droite (bc,''b'e')j au pied 
P de la perpendiculaire dont il vient d'être question : 
nous obtiendrons un triangle rectangle fecile à construire^ 
En effet, il suffit d'élever à x)} la perpendiculaire rs=p'k' 
et de mener la ligne sq sous l'inclinaison sqrz=z9 ; on forme 
ainsi un^ triangle sqr dont le côté rq est égal au côté PM 
du triangle OPM. 
Maintenant que l'on connaît ta distance du point P an 
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point inconnu M; pour déterminer ce dernier point, on fait 
tourner le plan aaa! autour de sa traee horizontale aa, on . 
le rabat sur le plan horizontal , et on cherche les rabatte- 
ments P' et cB' du point P et de la droite (te, Vc% Puis 
du point P' comme centf«, avec P'M'=rg pour rayon, on 
décrit un arc de cercle qui coupe cB' en M'. Ce point M' 
est le rabattement du point demandé M. Par conséquent, si 
on cherche ses projections w^ ^^ il suffira de les joindre 
aux points cl>o^ pour obtenir les projections cherchées om, 

. • .♦ • . 

9R0BL1^ME XJC. 

Par nn point donné, mentr une droite qni fasse, avec un plan donné, 
on an^le donné, et qui rencontre une droite donnée. 

i35. Par le point donné et par la droite donnée AB^ Fig. 169 
faisons passer un plan ; soit CD rintersection de ce plan 
avec le "plan denné P. En second lieu, abaissons du point 
une perpendiculaire sur le plan P, et soit I le pied de cette 
droke* Enfin, supposons que la droite cherchée rencontre CD 
en un point M. Dans le triangle OIM, rectangle enï, Fangle 
0MI*e6t égal à Fangle donné 9, et le côté 01, distafàce d*un 
point dorme à un plan donnëy peut être facMement déter- 
miné. Nous pouvons donc construire un triangle 0,I,M, 
égal à OIM, et obtenir la- grandeur du côté égal. à IM. Il 
suffira ensuite, pour obtenir te point M, de trouver la ren- 
contre de la droite CD avec une circonférence de rayon IM, 
décrite du point I eoAme centre. C'est ce- qui se fait aisé- 
ment ^u moyen d'un rabattement. 
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Pir a pffaH émUf nmo ane dndte qui fane, aiee hs plani 4e prqeMioif 

4es BO|iei doovéï. 

Fw. 160. 136* 1« Supposons que le point donné (a» a') appartienne 
au plan vertioaU et qu'on veuillrmener par ce point une 
droite qui fasse un angles avec le plan horizontal et un angle 
/3 avec le plan vertical. Cette droite forme, avec sa projection 
horizontale et avec aa', un triangle sectangle dans lequel on 
connaît le côté aa' et Tangle opposé à ce côté, lequel est 
égal à a. Pour rabattre ce triaogle en vraie grandeui^ sur le 
plan vertical, il suffit de meaer la ligne a'h sous Finclinai- 
son a'ha-=a. Cette ligne a'h est la vraie longueur de la 
. partie.de la droite demandée, comprise entre les deux plans 
de projection. •. 

Cette môme droite forme» avec sa projection verticale et 
avec bb'f un autre triangle rectangle, dont l'hypoténuse 
égale a% et dans lequel Tangle aigu adjacent au sommet a' 
est égal "à j3. Par conséquent , pour construire un triangle 
hka' égal à u'h'b^ il suffis de décrire, sur ha' comoQd dis* 
mètre , une demi-circouf^reuee , de mener a'k sous rincli< 
naison ka'h^^^f et enfin de tracer hh. Cela posé» en dé* 
crivant Tare kb' du point a' comme centre et tirant b'a\ 
on. obtient h projection verticale de la .dr.oite demandée ; 
puis, en élevant b'b perpendiculaire ïsy^ décrivant l'arc 
hb du point a comme centre, et joignant ab^ oju obtient la 
projection horizontale de cette droite. 

Comme vérification, il faut que bb' soit égal à hk. 

29 Si le point donné, au lieu d'être situé sur le plan ver- 
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tical, avait une position quelconque {p.p^f il suffirait» pour 
résoudre la question, de mener les droites pq, pY respec- 
tivement parallèles à ab, a'V. 

wtubmtAmM titt. 

ilant données ta pri^iedom koriz(mtalM el hi trÉOM htriMtllei 4« deux 
dfoilM, ateo Fangle de e« droites, troum la prajNtiofli nuiedi». 

137. Soient ah^ cd les projectigns horizontales des deux Fie. 161 
droites» et b, d leurs traces horizontales». Les deux droites 
se coupent dans Tespace en^ un point 0» projeté horizon* 
talement au point o où se coupent leurs projections hori- 
zontales. Si on mène op perpendiculaire à la. droite bd qui 
joint les traces horizontales des deux droites» et que. l'on 
décrive sur bd un arc capable de l'angle donné, le point 0''» 
où ces deux lignes se cotijpent» peut être regardé comme le 
rabattement du pointO, après qu'on a fait tourner le triangle 
bOd autour de sa base bd. On détermine, par ce moyen» 
la droite O'^p, égale à la hauteur Op du triangle bOd. Or, 
cette hauteur est l'hypoténuse, d'un tariangle rectangle Oop, 
dans lequel on connaît le côté op; si donc on mène oO' 
perpendiculaire à ùpr et que du point f comme eeftlre^ avec 
p(y^=Op pour rayon» on décrive vm afe de cercle qui coupe 
oO' en 0', on obtiendra le rabattement O^op du triangle Oop. 
Donc le edté O'e est égal i^ Oôy c'êftt4«dire k réMVatien du 
soinmel de l'angle des deux droites au-deesue dti.plân hôti^ 
«ontal. Si .donc on prend (fo'ïsoO', le point o' sera la pro- 
jection verticale du point de rencontre des deux dreltes. 
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Gonstraire on plan, connaissant sa trace horizonlale et l'angle' qn*il fait 
ayee le. plan hariiental de projection. 

FiG. 162. 138. Supposous que aa soit la trace horizontale du plan 
qu'il s'agit de construire. En un point quelconque m de aa, 
menons un plan mpa' perpendiculaire à aa; il coupera le 
plan cherché suivant une droite qui a pour trace horizontale 
le point m, qui fait avec mp l'angle donné 9, et qui perce 
le plan vertical en un point inconnu a^ Pour déterminer ce 
point, on peut rabattre le triangle rectangle mpa' sur le 
plan horizontal; il suffit, pour cela, d'élever *5urmp la per- 
pendiculaire pr, et de mener la droite mr sous Tinclinaison 
rmp = e. On obtiendra donc le point a' en décrivant un 
arc de Cercle du point p comme centre, avec pr pour rayon. 
159. Remarque. Ce problème se déduit immédiatement 
du problème XXIII ; H en est de même du suivant. 

Constmire im plan, connaissant sa trace horizontale et Fangle qn*ll fait 

avec le plan vertical de projection. * 

> • 
Fio. 162. 140. Soit aa la traee horizontale du plaiu Pour trouver sa 
trace . verjticale, d'un point m pris à volonté sur la trace 
horizontale ^aûc, on abaissem^ perpendiculaire à xy, et on 
mène mk sous Vinçlinaison nik$=ze. Enfin, du point s comme 
centre, avec ^fcpour rayon, on décrit un arc de cercle, au 
quel on- mène une tangente par le point a. Cette tangente 
sera la trace verticale du plan. 
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141 • Discussion. Lorsque le point a est sitaé hors de la 
drconférence décrite du point s comme centre, avec sk pour 
rayon, on peut mener «à cette circonférence deux tangentes; 
et par conséquent il y a deH]^solutiomk Lorsque le point a 
est situé sur la circonférence, il n'y a qu'une solution, et le 
plan est perpendiculaire au plan vertical. Enfin, le pro- 
blème est impossible lorsque le point a est situé dans l'in- 
térieur de la circonférence. 

MIQH.ÉMB I.VI. 

Pïir une droite donnée, faire passer nn plan qui fasse am le plan horizontal 

nn angle donné. 

• 

142. Les traces du plan cherché doivent passer par les 

traces a et ft de la droite donnée. Pour achever de détermi- Fio. 163. 
ner ce plan, on suppose sa trace horizontale aoc connue; ou 
abaisse bp perpendiculaire à aa, et on joint le point b' au 
pointp; on obtient ainsi, dans l'espace, un triailgle rectangle 
6'p&, dans lequel on connaît le côté b'b et l'angle b'pb^zQ 
opposé à ce côté. On peut rabattre ce triangle sur le plan 
vertical, en b'bq; et l'on détermine ainsi la vraie grandeur 
bq de la distance entre le point b et la trace horizontale 
inconnue aa. On obtiendra donc cette tracée horizontale en 
décrivant un arc de cercle du point b comme centre, avec 
bq pour rayon, et en menant à cet arc, par le point a, une 
tangente ap. 

143. Discussion. Lorsque la trace horizontale a de la 
droite donnée est située hors de la circonférence décrite du 
point b comme centre, avec bq pour rayon, ily a deux plans, 
oab' et aj3fc, qui répondent à la question. Quand le point a 
esi situé sur la circonférence, il n'y a qu'une solution ; enfin 
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le problème est impossible lorsque le point a est situé dans 
l'intérieur de la circonférence. . 



Éliilt doDDéi 1» plan et nue droite litaée dm ee plas, meMr par Mite drsite 
ni seeond plan qni fane avec le prenûer nn angle donné. 

PiG. 164. 144. Soient baa^ le plan donné , et a6 , a'b' les deux 
projections de la droite donnée. Pour mener par cette droite 
un pian qui fasse avec le premier un angle donné 9, élevons 
en un point quelconque de cette même droite , un plan 
qui lui soit perpendiculaire. Ce plan aura pour trace horizon- 
tale une droite ph perpendiculaire à abt et il coupera le plan 
donné et le plan cherché suivant deux droites qui partiront 
du point et qui feront en ce point l'angle Q. La première 
de ces droites perce le plan horizontal au point p, et la se- 
conde le rencontre en un point inconnu q de la ligne ph. 
Si on suppose ce point connu, on aura dans l'espace un 
triangle pOq dans lequel ou connaît l'angle pOq=^ 0» et le 
pied h de la hauteur hO ; par conséquent, pour construire 
ce triangle, il suffit de déterminer sa hauteur. Or, elle est 
perpendiculaire à la droite donnée (ab, a'b'); si donc on 
rabat cette dernière droite sur le plan vertical en a'<, et 
que du point r» où se transporte le point h, on abaisse 
rk perpendiculaire sur a's, on connaîtra la vraie grandeur 
rk de la hauteur Oh dtf triangle pOq. Prenant donc sur hb 
une longueur ftm=r/c, joignant mpf et tirant la ligne mq sQtis 
l'inclinaison qmpz=: gt, on obtient un triangle qmp égal au 
triangle pC^f de l'espace, et, par conséquent» on détenoine 
le point q. Ce point étant conpu, on le joint au point 6, et on 
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a la trace b^montaie bfi du plan cherché. Quant à aa trace 
verticale, oa l'obtient en joignant le point au. point a\ 



V» m point donné, faire passer an plan qni fasse, avec les denx plaqs 

de pngeelion, des ingki donnéi. 

145. Supposons d'abord que le point donné (0,0 ')appar- Fie. 165. 
Uenno au plan' horizontal; et soit oôtk le plan cherché, qui 
doit faire avêc les deux plans de projection, les angles don- 
nés a et |3, 

Du point 0, menons la droite ôh sous l'inclinaison 
oho'fisr/3: le triangle oho' peut être considéré comme étant 
le rabattement de la section faite par un plan 00' d, perpen- 
diculaire à la trace verticale inconnue 9ck. Couséquemment, 
cette trace verticale sera tangente à la circonférence décrite 
du point 0' comme centre, avec o'h pour rayon, 

D'un autre côté, si nous imaginons par le point 0' une 
verticale o'k et une perpendiculaire au plan cherché, Tangle 
de ces deux droites devra être égal à a. Ôr, la seconde de 
ces deux droites est située dans le plan 00' d; donc elle a 
pour rabattement o'm perpendiculaire à oh. Il suit de Ik que 
si on mène o'n sous rmclinaison no*fn=:ay on doit avoir 
o^n=o'k. Le point ft se trouve donc à Tintèrsection de o'k 
et de la circonférence décrite du point 0' comme centre, avec 
o'n pour rayon. En menant par ce point une tangente kd 
à Tare M, on obtient la tpace horizontale ko, du plan cher- 
ché. Quant à sa trace verticale,, on Tobtiènt en joignant le 
point a au point 0. 

Si l'on suppose maintenant que le point donné, au lieu 
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d'être situé sur le plan horizontal, occupe dans Tespace une 
position quelconque (p,p')y il suffira, pour résoudre la ques- 
tion, demenerpar(p,p')un plan fcj36' parallèle au plan oak 

PROBIiâltlB IiZZ. 

Par un point donné, faire passer* an plan qui soit perpendiealaire à an 
plan donné, et qni fasse, avec le plan horizontal, nn angle donné. 

14f6, Du. point donné, on abaisse une perpendiculaire sur 
le plan 4onné; puis On fait passer par .cette perpendiculaire 
un plan qui fasse, avec le plan horizontal de projection, 
Tangle donné 6. Il est clair que ce plan sera perpendiculaire 
au plan donné. Par cooséquent, il r^endra à la question 



Étant donnée la projection horizontale d'une droite perpendiealaire à une droite 
donnée en un point donné, trouver sa projection verticale. 

.147. Supposons que AB soit une droite donnée , que 
Ton coujQaisse la projection horizontale d'une droite AP 
perpendiculaire à AB au point donné A, et qu'on demande 
la projection verticale de AP. Pour résoudre ce problème, 
on mènera par le .point A un plan perpendiculaire à la 
droite donnée AB; ce plan contiendra nécessairement la 
droite cherchée AP. Par conséquent, on sera conduit à 
chercher la projection verticale d'une droite située dans un 
plan donné, connaissant la projection horizontale de cette 
ligne. (Problème IX.) 
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Trouver rinterseelion de deox plans, donnés par leurs thices horizontales 
et les angles qu'ils font avee le plan horizontal de projeetion. 

148. Supposons que les traces horizontales des deux 
plans P, Q soient les droites oa, 6|3, et que 9 et w soient les pj^^ ^qS. 
angles qu'ils font avec le pl$in horizontal. Par le point c, où se 
coupent les traces horizontales, faisons passer deux plans» 
Tun perpendiculaire à aa, l'autre perpendiculaire à b^. Ces 
deux plans verticaux auront pour traces horizontales cd 
perpendiculaire à aa et ce perpendiculaire à &|3 ; et si on 
rabat chacun d'eux autour de sa trace horizontale , leurs 
mtersections avec les plans P, Q seront des droites cf, 
eg, respectivement inclinées sur cd, ce , des angles 9, &)• 
Actuellement , coupons les plans P, Q par un plan hori- 
zontal quelconque x'y' : les projections horizontales pm^ 
qm des deux intersections se construiront très*aisément eo 
considérant ' cd , ce comme des lignes de^terre auxiliaires. 
Par suite , cm sera la projection horizontale de l'intersee* 
tion des plans P, Q; et si nous menons ce' y mmf peipen- 
diculaire à la ligne de terre, nous obtiendrons c^m' pour la 
projection verticale de cette même intersection. 

149. Remarque. Par la constructioa très-simple indiquée 
sur l'épure , on obtient les traceà verticales aa', ftj3' des 
plans P, Q ; et cqmme on peut employer ces traces verticales 
pour déterminer l'intersection des deux plans, le problènte 
comporte plusieurs vérifications. 
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ComiaisMiit les tneai borifonMei de 4tvûi plans faisant entre en nn angle 
donné, ainsi que la projection horizontale de leur interseetion, trouver 
les traoes verticaiei. 

FiG. 164. 150.< Soient ba^ b^ les traces horizontales des deux 
plans» et ab la projection horizontale de leur intersection. Il 
résulte de ce que Ton a vu au numéro 90, que pour trouver 
les tracés verticales des deux plans, il faut effectuer les 
constructions suivantes : 1^ mener pq perpendiculaire à 
ab^ 2^ décrire sur pq un arc capable de l'angle donné 9, 
et joindre le point m, où cette ligne rencontre ab, aux 
points p et q; 3® décrire les arcs de cercle bs et hr du 
point a comme centre ; 4^ décrire du point r comme cen- 
tre, avec rk±±hm pour rayon, un arc de cerclé, et mener 
à cet arc une tangente sha', partant du point s et rencon- 
trant en a' la perpendiculaire aa'à xy ; 5^ joindre le point 
a' aux "points ot-^ |3 où les traces horizontales des deux 
plans rencontrent la ligne de terre. Les droites ota'y |3a' 
8ont les traces verticales des deux plans. 

151. Discussion. Lorsque le point s est situé hors de 
la circonférence décrite du point r comme centre avec hm 
pour rayon, ou peut mener du point s deux tangentes à cette 
circonférence, et par conséquent le problème admet deux 
ftolutions. 

Lorsque le point s est situé sur la circonférence^ il n'y a 
qu'une solution. 

Enfin, le problème est impossible lorsque le point s est 
situé dans l'intérieur de la circonférence. 
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V&OBIiAMll UEXn. 

CoDnaissant la projection horixontale d'an angle trièdre tri-reetan^e , 

trouver lâ progeelion tertieak. 

152. Soit s la projection horizontale du sommet de l'angle Fig. 171 . 
trièdre 9 et soient sa^ sb, se les projections horizontales de 
ses trois arêtes. Si nous coupons les trois faces par un 
plan horizontal quelconque, les trois intersections seront 
projetées horizontalement suivant des droites perpendicu- 
laires aux projections des arêtes correspondantes. Consé- 
quemment, nous mènerons une droite quelconque bc per- 
pendiculaire à ira; puis, des points b, ty nous abaisserons, 
sur 5C, «fr, les perpendiculaires ba^ ca, lesquelles se coupe- 
ront sur as (*) ; et ces trois droites 6c, ba, cfl, pourront 
être regardées comme les traces horizontales des trois fa- 
ces de Tangle trièdre. 

Actuellement, supposons que Tùne quelconque des faces 
de l'angle trièdre, la face Sab par exemple, tourne aiitoup 
de sa trace horizontale ab, pour se rabattre sur le plan du 
triangle abe. 

Le rabattement du sommet S devra se trouver sur le pro- 
longement de la droite c^, perpendiculaire à ba* D'ailleurs, 
Tangle aSb est droit; donc te même rabattement doit être 
situé sur la circonférence décrite sur ab comme diamètre ; 
il sera donc en s'. 



{*) Cette proposition , réciproque dé ce théorème : les trois hau- 
teurs d*un triangle se coupent en un même point, se démontre très- 
aisément au moyen de la réduction à Vahsurdè. 
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Connaissant le rabattement du sommet S et sa projection 
horizontale s, il noua sefa bien facile d'obtenir sa projection 
verticale / Le problème peut donc être regardé cooMiie ré- 
solu. 

Troaver, sur un plan perpendicolairc à une droite donnée, le lien des pieds de 
fontes les droites ({ni, partant d'un des points de la perpendiculaire, foit 
avec elle un angle donné. 

153. AB étant la droite donnée et le point pris sur 
cette droite/ cherchons le point C où lajdroite perce le plan 
donné P. Soit ensuit^- M un quelconque des points satis- 
faisant à la question. Si nous considérons la triangle MCO, 
évidemqpient rectangle en G, nous verrons que le o6té.^OG 
est constant, et que l'angle aigu .0 est égal à l'angle donné 
9. Conséquemmenty le lieu géométrique cherché est une 
circonférence ayant pour centre le point C. 

n faudra doiuî, pour construire Tépure : 

1^ Chercher les deux projections et le rabattement du 
point G, situé dans le plan donné P; 2^ construire la droite 
OC en véritable grandeur; 3® construire un triangle rectan- 
gle OGM» connaissant le côté OC de l'angle droit, et Tangle 
aigu.C, égal à l'angle donnés ; 4^ chercher les deux projec- 
tions d'une circonférence située dans le plan P,, connaissant 
son rayon CM et le rabattement de json centré. 

iPRO»I.iSMB UCV. 

m 

Trouver une droite (farallèle à une droite donnée 
et qui rencontre deux droiten données. 

154 Soient A]^, CD, les deuxdroites sur lesquelles doit 
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s'appuyer là droite inconnue , laquelle doit être parallèle à 
une droite donnée EF. 

Construisons deux plaus parallèles à EF et passant, l'un 
par AB, l'autre par CD (Problème XHiy. Qérchons ensuite 
rintersection de ces deux plans : Q est xlair qu'elle sera la 
droite cherchée. . 

155. Remarque. Le problème de la {dus courte distance 
entre deux droites est un cas particulier de eehii-ci (73). 
Aussi^ on peut modifier comme il suit la sohition qui vient 
d*être indiquée , de manière à la rendre tout à fait sem- 
blable à celle du problème XXII i 

'Après avoir conduit, suivant AB> un plan P parallèle 
à EF, on cherche le point M où CD perce ce plan P^. Si» 
par ce point M, on mène une parallèle à EF» on aura la 
droite demandée. 



Par M poinf donné, mener nne droite qni fasM*, avec deni droites dannées,. 

des angles donnfe. 

të&. Par le point donné 0^ menons des parallèles OA, 
OB ,*'atii deux droites données , *et §ait OC une' droite in- 
connue, qui fasse avec OA, OB, des 'angles respectivement 
égaux aux angles donnés : il est clair que cette droite OC 
satisfera ^ là question. 

Or, les frbîs^ droites OA, OB, OC forment ua angle triè- 
dre dans lequel les deux arêtes OA, OB, sont donnjées, et 
dans lequel an connaît, en outre, les deux faces COA, COB. 
Si les droites OA, ÔB étaient situées dans Tun des plans de 
* projection, la question se réduirait au problème XXXI; 
mais, comme on suppose que les droites données ont des 
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poaitioos quelct)Qques> bous allons coustruire rdpura de ta 

manière suivante. 
FiG. 170. Soieot (oa, ù'a')ei (ok, o'b^ les parallèles aux droites 
doQuéos, menées par le point donné {o, o'). Faisons tourner 
ces droites autour de la v^rtic^e passant par ce point 0^ 
jusqu'à ce que chacune d'elles devienne parallèle au plan 
¥artieal : mus obtiondrons, pour teura rabattements, a'a'' 
eta'b". Menons. les droites- o'<)., o'c^^ égales entre elles» 
M resp^cUvement inclinées sur o'a\ o^b\ de quaatités 
égales av\ deia angles donnés. Les points c., c, pourront 
être regardés comme étant les rabattomepts d''un mâooe 
point G. de Tarâte cherchée OC» ïm des rabattements étant 
effectué autour do OA, et l'autre autour de OB, . 
^ Par ce point inconnu G, imaginons den^c plan^» re^ecti 
vement perpendiculaires à OÀ et à OB. Si nous pouvons dé* 
terminer ces deux plans, leur intersection contiendra le point 
C; et, comme ce poinVG est distant du point d'une lon- 
gueur égale à o'c^y nous serons ramenés au problème XLII. 
Sï Farête OA était parallèle à son rabattement o'a", le 
premier des deux plans cherchés aurait pour traces c.a 
perpendiculaire à o'a'\ et a^ perpendiculaire à la ligne de 
terre. Mais si nous supposons que la droite OA tourne au* 
tour de la verticale passant enO, de manière à reprendre 
sa position véritable» le plan perpendic^ilaire à cette droite 
se mouvra de telle sorte que sa trace bori7;ontale restera 
k une distance constante >de Yax^ de rotatùm^ Si donc, sur 
oa, nous prenons o/3/= a(3,.et que nous mepionaJ3V per- 
pendiculaire à oa, puis av' perpendiculaire à o'a\ le plan 
^'(x'v sera l'un des deux plans passant par le point in- 
connu C. . 
Une construction analogue donnera, pour lé second plan. 
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^v (jl'. L'intersection de ces deux plans est projetée suivant 

Actuellement, par le point et la droite EF^ faisons 
passer un plan xe^, puis rabattons-lè sur le plan vertical 
de projection. Nqu» trouverons, pour rabattement du 
point Oj le point d^^ et éf pour rkbattemeut de la droite 
EF (*)• Si noua démvons, idu point o" comme centre, avec 
un rayon égal à o'e, l'arc c 'd'S il coupera la droite e^f' en 
deux pointa d^^ d\ lesquels sont les rabattements, l'un du 
point cherché C, et l'autre d'un point D» qui satisfait étale- 
ment à la question* 

£a revenant des rabattements am projections, nous trou- 
vons que le point G se projette en c,c', et que le peint D a 
pour projections d, d^ La droite cherehée OG est donè, fina- 
lement* repréaentée par oc, o'c^ ; et il ; a une seconde droite 
(od^o'd\ qui satisfait aussi au problème iNCoposé. 

VaOBIiâMB I.XVXS« 

Ibsir isi Mte ya s^appsie nr km driites ^onaées, m» litaées liai. m 
aéue flM , et ^ai bsse, ayec ces Araères, de» aasks rapecAiiveDl^il 
à 4es angles imh. 

157. Par un point quelconque 0, menons des parallèles 
OA, OB aux deux droites données, et cherchons une droite 
OC qui fasse, avec OA, OB, rfes angles respectivement égaux 
aux angles donnés (problème LXVI) • H est clair que OC sera 
parallèle à la droite chérchéci II suflBra donc, pour résoudre 
le problèttie proposé, de mener une droite parallèle a OC, 
et qui rencontre les deux (iroites données. (Problème LXY). 

f") Sur Vépure, on a anpprimé les eonalnietloÉa f|iil dovMnt ces 

deux rabattements. 
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Trooyer les points de rencontre d'ine droite et d*aie sphère données. 

Fi6. 172. 158. Soient ab^ a'V les projections de la droite, et o , o' 
les projections du centre de la spbère. Si, de ces deux points 
pris comme centres, nous décrivons des circonférences 
ayant pour rayon le rayon de la sphère, ces deux lignes 
seront les projections des contours apparents de la surface, 
soit par rapport aU plan horizontal, soit par rapport au plan 
vertical. Autrement dit , les deux circonférences oc, dc^ 
pourront être regardées comme étant les deux projections 
de la sphère. 

Qela posé> pour déterminer les points où la droite ÂB 
perce la sphère, menons, suivant cette droite, un plan qui 
rencontre la sphère ; et , pour plus' de simplicité dans les 
constructions , choisissons l'un des plans projetants de la 
droite, par exemple, le plan vertical ab. L'intersection de 
ce planr auxiliaire et de la sphère sera ime circonférence 
ayant pour diamètre la corde ef. Si donc nous pouvons 
construire les projections des points où cette circonférence 
est rencontrée par la droite AB, nous aurons résolu le pro- 
blèuïe proposé. 

Afiû de n'avoir pas à construire la projection verticale 
de la circonférence ef, projection qui serait une ellipse^ fai- 
sons tourner le plan vertical ef autour de la verticale proje- 
tée en o, jusqu'à ce qu'il devienne parallèle au plan vertical 
de projection. Dans cette nouvelle position, la circonférence 
gh se projettera en vraie grandeur sur le plan vertical, sui- 
vant, une circonférence ayant pour cçntre le point o. Quant 
à la droite AB, comme chacun de ses points a décrit 
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une circonférence ayant son centre sur l'axe de rotation, et 
qui se projette en vraie grandeur sur le plan horizontal , on 
obtiendra facilement sa nouvelle projection verticale d^V. 

Actuellement, la droite (fV coupe la circonférence g' h' 
en deux points nC^ vl'^ lesquels sont évidenunent les mm- 
velles projections verticales des deux points cherchés- En 
remettant la droite AB dans sa^position primitive, oti ob- 
tient, pour projections de ces points, (m, m') et (n, n'). 

i 

Troayer le lieu des po^ls de conlacl de toates les tangentes menées, 
par m point donné, à une sphère donnée. 

159. On démontre facilement que ce lieu e^t une circon- 
férence de petit. cercle, dont le plan est perpendiculaire k 
la droite qui joint le point donné au centre de la sphère 
donnée. Si donc on peut construire un seul de ces points 
de contact, on pourra déterminer le plan de la circonférence 
cherchée, puis le rabattement de cette ligne , et enfin ses 
deux projections. (Problème LXV). 

Or, parmi tous les plans passant par le point donné Fig. 173. 
et par le centre C de la Sphère, considérons celui qui est 
vertical. Nous pourrons le faire tourner autour de la ver- 
ticale passant en Q, jusqu'à ce qu'il devienne parallèle au 
plan vertical de projection. Soit alors 0, la nouvelle posi- 
tion occupée par le point 0. Si, de ce point 0^ , nous me- 
nons des tangentes 0,A, , 0,B, à la projection verticale 
de la sphère, la corde de contact A,B, représentera le 
petit cercle cherché , après son mouvement de rotation. Il 
sera facile maintenant, en revenant aux positions primi- 
tives, de trouver les projections des points dont A, et B, 
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étaieat les rabattement, puis le^traees du plan du petit 
cerclai etc. 



Tnnm ThiteneclioD le deat sphères douées. 

160, Si le plan vi^tical passant pat les centres des denx 
sphères était parallèle au plan vertical de projection, la 
circonférence suivant laquelle les deux sphères se cou- 
pent aurait évidemment pour projection verticale la corde 
commune aux projections verticales des deux sphères. Pour 
réduire le cas général du problème à ce cas particulier, on 
opérera comme ci-dessus, c'est-à-dire que, par exemple, 
on fera tourner la première sphère autour de la verticale 
passant par le centre de la seconde. Il sera iEsicile alors de 
déterminer le plan de la ligne d'intersection des deux sphè- 
res , de façon que l'on sera ramené au problème qm pré- 
cède. 
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NOTE. 

* I • 

'* On a VU y dans la solution du problèmei XLV, que la projection 
d^une circonférence , sur un plan , est une courbe nommée ellipse. 
Nous allons indiquer quelques propriétés de cette ligne , résultait 
de la définition qui vient d*élre rappelée. 

1. Lemme. Les distances de la trace d^un plan à un point quel- FlG, 174, 
conque M situé dans ce plan^ et à la projection m cfe M, sont ddns 

tin rapport constant. 

Soient P un plan, o^ sa trace sur Tun des plans de projection, 
par exemple, sur le plan horizontal, et sott M un point situé dans te 
plan P. Si, par la projection horizontale m de M, nbus abaissons mn 
perpendiculaire à ap, et que nous fnentons Mn, cette dernière droite 
sera, d'après un théorème connu, perpendiculaire à otp. Donc Tah- 
gle fnnM=:0 mesure Tinclinaison du plan P sur le plan horizontal. 
D'ailleurs , \é, triangle mn , rectangle en m , donne 

mn 

rj-zzoo»» = constante. 
Mn 

2. Description de V ellipse au moyen du cercle. 

Soient une circonférence ÂBCD et une droite ap, situées dans FiG. 175. 
un même plan. Si, par un point quelconque M ^e la circonférence, 
on almisse sur a^ la perpendiculaire Mn, «t q\ie l'on prenne sur cette 
droite une distance mn égale à Mn cos. ô, le lied des poin^ m sera 
une ellipse égale à celle que l'on obtiendrait en projetant la circon- 
férence AB sur un plan incliné d'un angle 6 sur le plan de cette cir- 
conférence. ' ♦ 

Cette génération de l'ellipse résulte immédiàtetiient dû lemnie 
qui précède : nous savons, en effet, que si le lieu du point 11 
(fig. 474) est une circonférence, le lieu du point m* est une ellipse. 

5. Pôtir plus de simplicité, on peut supposer que lé plan de ^o- 
jection passe par le centre de la circonférence ; ou, ce qui est la 
même chose, que la droite ap (fig. 174) soit confondue avec le dia- 
mètre ÂB. Alors ce diamètre ÀB 'devient un axe de symétrie y ou 
simplement un axe de l'ellipse (fig. 176). Cette courbe a un second 



136 TRAlTt ÉLÊMENTÀIRB DE GÉOVÉTIIB DBSGRIPTITE. 

axe, dirigé suivant le diamètre GD^ perpendiculaire à ÀB. Il est clair, 
en effet, que la figure est symétrique par rapport à CD. 

Les longueurs AB et cd sont, respectivement, le grand axe et le 
^it axe. 
FlG. 176. 4. Prenons, dans le cercle, deux points M, E, diamétralement 
opposés, et construisons les points conc^spondants m, e de Tellipse. 
Il est facile de voir que les deux triangles rectangles epo, mno sont 
égaux; d^où résulte que les trois.points e, o, m sont en ligne droite, 
et que eo=zmo. Ainsi, le centre o du cercle est un centre de symé- 
trie^ ou simplement le centre de Tellipse. 

5. Les RATONS menés du centre <iuœ différents points de VeUipse 
vont en diminuant du sqmhet B au sommet c; de façon que le 
demi-grand aùce oB est le pbis grand rayon , et que le demi-axe oc 
eçt le plus petit. 

FilG* 177* En ^f^^U il est facile de reconnaitre que, dans Tespace, les deux 
rayons OM et oi» sont ^hypoténuse et le premier coté de Tangle 
droit d'un triangle rectangle; Tautre côté de Tangle droit étant la 
droite Mm j]ui joint le point M avec la projection m. Or, lorsque le 
point M se rapproche du point C de la circonférence ÂCB, le côté 
jilm va en augmentant;, d'ailleur» oU a une longueur constante; 
donc Om diminue. 

6. Les considérations que nous venons d'employer permettent 
encore de démontrer , avec la plus grande facilité, les propriétés 
suivantes de Tellipse : 

i<> Le lieu des milieux d'une série de cordes parallèles entre 
elles, c'est-à-dire le diamètre de ces cordes, est une droite passant 
par le centre ; - 

2<> L'ellipse a une infinité de systèmes de diamètres conjugués, 
c'est-à-dirë tek, que chacun d'eux diyise en deux parties égales les 
cordes parallèles à l'autre ; 

.5<» L'airjB de l'ellipse est à celle du cercle décrit sur le grand axe 
comme diamètre, dans le rapport du petit axe au grand axe; 

Etc. 

FIN. 
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AVANT-PROPOS. 



J'ai publié, il y a deux ans, en gardant Tano- 
nyme, une seconde édition du Traité élémentaire 
de Géométrie descriptive, par M, H. -Cit. de La Fré- 
moire. Cette réimpression, fort différente de l'ou- 
vrage original, ne renferme cependant, comme 
celui-ci, que les Problèmes relatifs à la Ligne droite 
et au Plan ; elle ne satisfait donc pas aux exigences 
du dernier Programme pour l'admission à l'École 
Polytechnique. Afin de combler une lacune fâ- 
cheuse, et pour mettre les jeunes candidats en état 
de répondre à toutes les questions qui peuvent leur 
être adressées dans les examens , j'ai rédigé la Se- 
conde Partie qui parait aujourd'hui. 

En commençant cet ouvrage, je m'étais pro- 
posé d'être concis, clair et rigoureux- Un simple 
coup d'œil, jeté sur la table des matières, montrera 
qu'en un petit nombre de pages j'ai' renfermé 
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beaucoup de théories et de problèmes; je pense 
donc avoir satisfait à la première partie de ma 
tâche : le lecteur jugera si j'ai été aussi heureux 
sous le rapport de la rigueur el de la clarté. 

Paris, 49 juin 4852. 
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1 . On sait que le plan peut être engendré , soit par une 
droite mobile glissant sur une droite donnée et restant pa- 
rallèle à une autre droite donnée, soit par une droite assu- 
jettie à rester perpendiculaire à une même droite , en un 
méoie point. 

De même , la sphère est le lieu des positions que prend 
une demi-circonférence tournant autour de son diamètre, 
supposé fixe. 

De même encore, lorsqu'une droite mobile tourne autour 
d'un axe fixe, situé dans un même plan avec elle, la sur- 
face décrite est celle d'un cylindre de révolution ou d'un 
cône de révolution. 

2' p. 1 
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Cette manière de considérer le plan, la sphère, le cy- 
lindre et le cône , étendue à toutes les sur&ces , conduit a 
la définition suivante : 

Une surface est le lieu des positions que prend une ligne 
qui change de situation, et même de forme, diaprés une loi 
déterminée et continue. 

Pour éclaircir cette définition, nous prendrons quelques 
exemples. 

FiG. 1. 2. Si une droite DE se meut en s appuyant constamment 

sur une ligne fixe ABC, et en restant parallèle à une droite 
donnée MN, le lieu de ses posritions sera ce qu'on appelle 
une surface cylindrique. 

La droite mobile, qui engendre la surface, se nomme 
génératrice: ainsi DE, D'E^ D"E'\.. sont différentes po- 
sitions de la génératrice. La ligne fixe ABC, qui règle le 
mouvement de la génératrice, est appelée directrice. 

Si cette directrice est rectiligne, la surface cylindrique 
se réduit à un plan. 

FiG. 2. 3. Une surface conique est celle qui est engendrée par 

nne droite assujettie à s'appuyer sur une ligne fixe ABC , 
et à passer par un point fixe 0. Chacune des génératrices 
DO, D'O, D"0... pouvant être prolongée indéfiniment, de 
part et d'autre du point , la surface est formée de deux 
parties, ou nappes. Le point directeur O, où ces nappes se 
réunissent, est appelé c^wfre de la surfiice conique. 

FiG. 3. 4. Soient une droite fixe XY et une ligne quelconque 
ABC. Menons, do différents points A. B, C,... de cette 
ligrte, des perpendiculaires AA'. BB', CC'.., sur XY. Si 
nous faisons tourner le système AA'BB'CC. . autour de 
XY, chacun des points A, B, C... décrira une circonférence 
qui aura pour centre le pied de la perpendiculaire corres- 
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poudaute, et dont le plan sera perpendiculaire à XY ; et la 
ligne ABC engendrera une surface de révolution. 

Les circonférences décrites par les différents points de 
la génératrice ABC sont appelées parallèles de la surface, 
parce que leurs plans sont parallèles entre eux. La section 
MNP, faite par un plan passant suivant Yaxe de rotation 
XY, est un méridien. 

Il résulte* de la définition de la surface, que tous lesmé* 
ridiens sont égaux entre eux. 

5. Prenons pour directrice une ellipse ABA'B', et pour Fig. 4. 
génératrice une ellipse rîDC'D'. Si cette dernière courbe, 
supposée toujours semblable à elle-même, se meut de naa- 
nière que son plan reste perpendiculaire à Taxe AA' de l'el- 
lipse directrice, et que ses sommets C, C parcourent celle- 
ci, la surface engendrée par cette génératrice variable de 
grandeur j surface évidemment fermée de toutes parts, sera ce 
qu'on appelle un ellipsoUde. Cette dénomination est fondée 
sur ce que la section faite dans la surface , par un plan 
quelconque, est une ellipse. 

6. Remarque. Si l'ellipse génératrice se changé en cer- 
cle, la surface engendrée, au lieu d'être un ellipsoïde h trois 
axes inégaux, sera un ellipsoïde de révolution. Si, de plus, 
l'ellipse directrice se réduit aussi à une circonférence, la 
surface engendrée se réduira elle-même à une sphère. 

7. Bemplaçons Tellipse directrice de l'exemple précé- Fig.. 5. 
dent par une hyperbole EBFE'B F', et ne changeons rien 

aux autres conditions. La surface engendrée sera, évidem- 
ment, indéfinie, et sans solution de continuité. On la nomme 
hyperboloide à une nappe. 

8. Remarque. L'hyperboloïde à une nappç sera de ré- 
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Tolution, si l'ellipse génératrice se transforme en circon- 
férence. 

FiG. 6. 9. Adoptons encore, pour directrice, une hyperbole 
EBFE'B'F'. Prenons ensuite, pour génératrice, une hyper- 
bole DGGD'G'6', toujours semblable à elle-même, ayant 
son plan perpeiidiculaire à Taxe non transverse de Vautre 
hyperbole, et dont les sommets C, C parcourent celle-ci. 
La surface qui résultera de ce mode de génération sera 
composée de deux parties séparées et indéfinies. Pour la 
distinguer.de la surface que nous venons de considérer, on 
lui a donné le nom A'hyperbololde à deux nappes. 

10. Remarque. Si Thyperbole génératrice est équila- 
tère, la surface sera un hyperboloide de révolution, à deux 
nappes. 

Fw. 7. 11. Soient une parabole fixe ÂBG, et une parabole mo- 
bile DED\ Supposons que ces deux courbes aient leurs 
axes BG , EH parallèles et de même sens , et leurs plans 
perpendiculaires entre eux. Supposons , en outre , que la 
seconde courbe se meuve de manière que son sommet £ 
parcoure la première. Nous obtiendrons ainsi une surface 
continue, indéfinie, et située tout entière d*un même côté 
du plan mené par le sommet de la parabole fixe, perpendi- 
culairement à l'axe de celle-ci. On démontre facilement, i 
l'aide du calcul , que les sections planes de cette surface 
sont des paraboles ou des ellipses : pour cette raison , on 
Ta nommée paraboloide elliptique. 

12. RemUrque. La surface serait de révolution si les 
paraboles qui la déterminent étaient égales. 

FiG. 8. 13. Si la parabole mobile a encore son axe EH paral- 
lèle à celui de la parabole fixe, mais que ces deux droites 
soient dirigées en sens contraires, la surface engendrée 
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est bien différente du paraboloïde elliptique : elle se com- 
pose d'une seule nappe continue, qui s'étend indéfiniment 
de part et d'autre du plan mené par le sommet de la direc- 
trice, perpendiculairement à Taxe. 

Cette surface, qui ne peut être coupée par un plan, que 
suivajit des paraboles ou des hyperboles, est un paraboUnde 
hyperbolique. 

\A. Les cinq surfaces que nous venons de définir con- 
stituent , avec leurs variétés , les surfaces du second ordre. 
On les désigne sous ce nom , soit parce qu'elles n'admet- 
tent, pour sections planeç, que des lignes du second ordre, 
soit parce qu'elles sont représentées par une équation du 
second degré. 

15. Les cylindres et les cônes appartiennent à une 
classe qui renferme un très-grand nombre de surfaces fort 
employées dans les arts, dans la Coupe des Pierres, par 
exemple. Ce sont les surfaces réglées, c'est-à-dire celles qp 
sont engendrées par le mouvement d'une règle ou (?'ui»/. 
droite. Les surfaces réglées se partagent en deux séries , 
celle des surfaces développables et celle des surfaces gau^^hes. 

Les considérations suivantes vont nous permettre de pré- 
ciser le sens qu'on doit attacher à ces dénominations. 

16. Soit d'abord un polygone ÂBC... HI dont trois Fk. 9. 
côtés consécutifs quelconques ne soient pas dans un même 

plan. Si nous prolongeons, indéfiniment et dans le même 
sens , les côtés de ce polygone, nous obtiendrons une sur- 
face polyédrale dont les faces seront les angles B'BC, 
CCD',... H'HI'. 

Cela étant, faisons tourner l'angle H'HI' autour de son 
côté HH', jusqu'à ce que son plan coïncide avec le prolon- 
gement du plan H'GG'. Puis . après que cette coïncidence 
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aura été établie, faisons tourner Tensemble des deux angles 
H'Hr. G'GH', autour de GG', jusqu'à ce que la figure 
G'GHI'soit venue se rabattre sur le prolongement du plan 
G'FF', En continuant de la sorte, nous aurons enfin amené 
dans le plan B'BG^ et les unes à la suite des autres, les 
diverses parties de la surface polyédrale. De plus, la figure 
plane résultant de ces rabattements successifs, ne présen- 
tera ni déchirure ni duplïcature; en sorte que, si Ton tail- 
lait un patron qui lui fût égal, on pourrait, à Taide de ce 
patron, reconstruire la surface primitive. Pour cette rai- 
son, la figure plane est dite le développement de cette sur- 
face. 
FiG. 10. 17. Soit actuellement une courbe MNP, dont aucun arc 
ne puisse être contenu dans un plan, c'est-à-dire une courbe 
à double courbure. Le lieu des tangentes A«, B6, Ce..., à 
cette ligne, sera une certaine surface réglée S. D'un autre 
côté, si nous imaginons les cordes AB, BC... indéfini- 
ment prolongées, nous obtiendrons, comme tout à Theure, 
une surface polyédrale S' ayant pour arêtes ces dernières 
droites. Or, plus ces cordes seront petites , et plus leurs 
prolongements tendront à se confondre avec les tangentes 
menées par leurs extrémités ; en sorte que la forme de la 
surface polyédrale S' différera, de moins en moins, de la 
forme de la surface S. Celle-ci est donc la limite dont s'ap- 
proche sans cesse l'autre surface, lorsque les cordes AB> 
BC... diminuent indéfiniment. 

D'un autre côté , on conçoit (et Ton peut démontrer ri- 
goureusement) que les développements successifs D' des 
surfaces pblyédrales telles que S", tendent eux-mêmes vers 
une certaine limite D. 
Diaprés ces considérations , la surface réglée S , limite 
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de* surfaces polyédrales développables S', est dite dA)^-* 
loppable; et la figure plane D en est le développement. 

18. Supposons maintenant qu'une droite se meuve sut 
vant une loi continue . rmais arbitraire , de manière à en*» 
gendrer une surface réglée S. Soient AB, A^B', A''B^.., Fie. 11. 
des positions de la génératrice, aussi rapprochées que nous 

le voudrons. En général , les droites AB, A'B' ne seront 
pas situées dans un même plan; elles auront donc une per- 
pendiculaire commune, laquelle sera unique. 

Si la droite A'B' se rapproche indéfiniment de AB, le 
point où cette dernière ligne est rencontrée par la perpen- 
diculaire commune tendra sans cesse vers une position 
limite P. De même, si la droite A"B" se rapproche indéfi- 
niment de A'B' (après que celle-ci aura repris sa position 
primitive), le pied de la perpendiculaire commune à ces 
deux lignes tendra vers une position limite P'. Nous aurons 
donc, sur les génératrices de la surface S, des points P, 
P', P''. .., dont le lieu géométrique sera une certaine 
ligne L. 

Cela posé, si la ligne L touche toutes les génératrices, 
la surface S sera le lieu des tangentes à cette ligne; elle 
sera donc développable. Si, au contraire, le lieu des points 
P coupe les génératrices, on dira que la surface S est 
gauche. 

19. En résumé, nous adopterons les définitions sui- 
vantes : 

Une surface développable est le lieu des tangentes à une 
courbe à double courbure; 

Une surface gauche est une surface réglée , non dévelop- 
pable. 

20. La première définition ne renferme ni les surfaces 
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cylindriques, ni les surfaces coniques, lesquelles «ont évi* 
demment développabies, comme étant les limites de sur- 
faces prismatiques ou de surfaces pyramidales. Mais, pour 
les cylindres, le lieu des points P est indéterminé; et» 
pour les cônes, U se réduit à un point. On peut donc regar- 
der ces deux sortes de surfaces comme des cas singuliers 
des surfaces développables (*). 



(*) D'après les meilleurs auteurs, une surface développable est le lieu 
engendré par une droite qui se meut de telle sorte que toujours deux posi' 
tUms consécutives se trouvent dans un même plan. ( Traité de Géométrie 
descriptive de Leroy, page 85.) Celte détinilion, qui fail image, el qui per- 
met d'éviter des circonlocutions, n*est malheureusement pas exacte. Il 
est évident, en effet, que les tangentes menées aux extrémités d*un arc 
à double courbure ne sont généralement pas dans un même plan, et 
cela, quel que soit le degré de petitesse de cet arc. 

En adoptant cette définition, les auteurs dont je parle se sont laissé 
guider, peut-être à leur insu, par la propriété caractéristique suivante : 
la plus courte distance entré deux génératrices très-voisines d'une surface 
développable, peut être rendue aussi petite que Von voudra, par rapport à 
l'angle de ces gén^atrices. En d'autres termes, si 8 est la plus courte dis- 
tanc entre deux génératrices d'une surface réglée S (non cylindrique), et 
que t soit l'angle de ces deux droites, la surface S sera développctbie si la 

quantité - a pour UnUtê zéro ; et si cette quantité a une limite différente 

de zéro, la surface sera gauche. G*est là ce qu'exprime d'une manière 
abrégée, mais inexacte, l'énoncé que nous venons de citer. 

Le lecteur peut, du reste, s'assurer que la déOnition employée dans 
le texte est la- traduction, en langage géométrique, de celle que fournit 

la considération de la quantité -. 

Quant aux théories, soi-disant géométriques, à l'aide desquelles on ar- 
rive aux conclusions suivantes : deux points sont infiniment voisins, si 
l'on ne peut supposer qu*un troisième point puisse être placé entre eux; une 
tangente est utie droite qui a, rigoureusement et géométriquement parlant, 
deux points communs avec la courie, etc,; nous n'avons pas à nous en 



DE QfiOllATin DK8CKIPTITB. 9 

21. Le lieu des points P, P^P..., considéré ci dessus, 
se nomme arête de rebraussementj ou ligne de striction^ 
suivant qu'il s'agit d'une surface développable ou d'une sur- 
face gauche. 

22. Avant de terminer ces généralités, observons qu'une 
sufface admet toujours plusieurs modes de génération. Afin 
de rendre cette proposition plus évidente, vérifions-la d'a- 
bord sur les surfaces considérées précédemment. , 

1® En premier lieu, si l'on coupe un cylindre par des 
plans parallèles , on reconnaît aisément que les sections 
obtenues seront égales entre elles. Une surface cylindrique 
est donc le lieu des positions d'une courbe ABC qui se meut Fig. 12. 
de manière que , trois de ses points décrivant des droites 
parallèles, chacune des cordes AB , BG , AG, qui joignent 
ces points deux à deux^ reste toujours parallèle à eUe- 
même, 

2^ Les sections faites dans une surface conique, par des 
plans parallèles, sont des courbes semblables, ayant pour 
centre de similitude le sommet du cône. D'après cette re- 
marque, si une courbe ABC, de grandeur variable, mais de Fig. 13. 
forme constante, se meut de manière que, trois de ses points 
décrivant des droites concourantes SA, SB, SG, chacune des 
cordes AB, BG , AG qui joignent ces points deux à deux , 
reste toujours parallèle à elle-màne , cette courbe engen^ 
drera une surface conique. 

3® Les paraDèles d'une surface de révolution peuvent 
être regardés comme étant des positions différentes de Tun 
d'eux, supposé mobile et de grandeur variable. Si donc une 
circonférence, assujettie à s'appuyer sur une ligne donnée, se 
meut de manière que son centre décrive une droite donnée. 
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et que son plan soit toujours perpendieulmre à cette droite, 
elle engendrera une surface de révolution, qui aura pour 
axe la droite donnée. 

4® Généralement, si Von conçoit qu*une surface donnée 
S, engendrée (Tune manière quelconque^ soit coupée suivant 
des lignes L, L', L"..., par une surfaces, variant d'après 
une toi continu^e^ on pourra regarder la première surface 
S comme le lieu géométrique de ces lignes j lesquelles en se* 
ront des génératrices. 

!23. Les considérations précédentes s'appliquent très- 
utilement à la représentation graphique des surfaces. Au 
lieu de projeter des points pris sur la surface donnée , ou 
même de projeter des courbes tracées arbitrairement sur 
celle-ci, ce qui n'apprendrait presque rien quant à sa forme, 
on construit les projections d'un certain nombre de ses gé* 
nératrices. Souvent même, si la surface admet deux modes 
de génération faciles à formuler géométriquement^ on em- 
ploie, à la fois , des génératrices de chacun des deux sy- 
stèmes. On conçoit, par exemple, qu'une surface de révo- 
lution serait clairement représentée si Ton pouvait dessiner 
les projections de quelques-uns de ses méridiens et de quel- 
quesmns de ses parallèles. 

24. La représentation graphique d'une surface serait 
cependant incomplète si, aux projections de génératrices 
convenablement choisies, on n'ajoutait les traces de cette 
surface, c'est-à-dire ses intersections avec les plans de pro- 
jection. Enfin, pour indiquer encore plus nettement la forme 
du corps que l'on veut représenter, on construit» lorsqu'il 
est possible, les projections des contours apparents de ce 
corps, c'est-à-dire les Iknites dans l'intérieur desquelles 
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lombeiit les projections de tous ses points. Cette dernière 
recherche exigeant que Ton sache construire les plans tan- 
gents à la surface du corps, perpendiculaires à Tun des 
deux plans de projection , nous ne pourrons la développer 
qu'à la fin du chapitre III. 
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CHAPITRE II. 

iméménUiém «vr les plmui tensento. 



25. On sait que l'on appelle tangente à une courbe ÂB 
FiG. 14. la limite MT des positions d'une sécante MS qui tourne au- 
tour de Vun M de ses deux points d'intersection avec la 
courbe^ ce point étant supposé fixe , jusqu'à ce que Vautre 
point W vienne se confondre avec le premier. 

26. Pour généraliser cette considération , supposons 
FiG. 15. que, par un point M pris sur une surface quelconque S, on 

fasse passer deux courbes MA, MB, tracées arbitrairement 
sur celle-ci. Par le point M et par deux points A . B pris 
sur ces deux courbes , et aussi voisins de M que nous le 
voudrons, faisons passer un plan P. Il coupera la surface 
suivant une ligne dont un arc MG passera par le point M, et 
dont un second arc passera, en général, par les points A, B. 
Menons maintenant la tangente MT à Tare MG, et fai- 
sons tourner le plan P autour de cette droite, de manière 
que les arcs A'B', A'^B'^.. des courbes suivant lesquelles 
il coupe la surface, s'approchent indéfiniment du point M. 
Il est clair que le plan P tendra vers une certaine position 
limite P', qu'il atteindra, soit quand la courbe MGABse ré- 
duira au point M, soit quand le second arc de cette courbe 
se confondra avec celui qui passe en M (^). 



(*) Afin de compléter notre démonstration, nous empruiiterons, à la 
belle théorie des Indicatrices^ les résultats suivants : 
Si Ton prend, sur une surface S, trois points M, A, B, non en ligne 
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Le plan limite P% ainsi obtenu, est dit tangent à la sur- 
face, au point M. 

27. Le plan tangent, tel qu'il vient d'être défini , jouît 
d'une propriété fort importante , laquelle est souvent prise 
comme définition. Cette propriété consiste en ce que les 
tangentes en un point M , à toutes les courbes menées par 
ce point sur la surface , sont situées dans le plan tangent 
en ce même point. 

Pour démontrer ce théorème, il suffit, évidemment, de 
faire voir que les tangentes MR^ MS^ aux deux courbes 
arbitraires MA , MB sont , avec la tangente MT, dans un 
seul et même plan. 

Or, quand le plan variable P tourne autour de la tangente 
MT, en s'approchant du plan tangent P^ les sécantes MAR, 
MBS tournent autour du point M, en s'approchant elles- 
mêmes des tangentes MR', MS'. De plus, à l'instant où les 
plans P, P' se confondent, les points A, B coïncident avec 
le point M; donc, à ce même instant, les deux sécantes, 
qui n'ont pas cessé d'être situées dans le plan P, atteignent 
leurs positions limites MRS MSS Donc ces deux dernières 

droite , et dont les diâlances mutueUe^ soient sulBsamineiit petites , la 
section faite dans la surface par le plan P de ces trois points différera 
très-pen d^une elUpse, d^une hy^^hoU ou d*une paraboiley du moins dans 
sa partie voisine des trois points. 

Dans le premier cas , la surface est dite cowoexe autour de M , et la 
courbe MCâB a pour limite ce point. 

Dans le second , la surface est non conveace, ou à cour^bures opposées ; 
et la limite de la courbe hyperbolique est une Ugne passant en M. 

Enfin, dans le troisième cas, qui est intermédiaire entre les deux an- 
tres, la surface est dévdoppahle. En même temps, Tare paràMique a 
pour limite une droite. 

Voyez, sur ce sujet, les Compléments de Géométrie de If.Diipiii, VA' 
nalyse de M. Leroy ^ etc. 
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droites sont dans le plan P^ C'est ce qu'il fallait démontrer. 

28. La démonstration précédente suppose que le plan 
MAB coupe la surface suivant un arc continu joignant le 
point A au point B, et ne contenant pas le point M» Con» 
séquemment, lorsque le contraire arrivera, un examen spé* 
çial pourra seul décider si les tangentes en M à toutes les 
courbes tracées sur la surface sont ou ne sont pas dans un 
même plan. 

29. Considérons, par exemple, le sommet M d'un cône 
FiG. 16. MPQR. Prenons, pour les deux lignes MA, MB, deux gé* 

nératrices. Le plan P qui les contiendra n'aura que ces 
deux droites en commun avec la surface» Par suite, la courbe 
MC se réduira au point M, et l'arc AB n'existera pas. Donc, 
quand nous ferons tourner le plan P autour de la droite 
MX menée arbitrairement par le sommet, dans le plan AMB, 
nous verrons que ce plan tendra vers une position limite 
TMD , qui ne contiendra pas, à la fois, les deux tangmtes 
MA, MB. 

Il résulte de là que, par le sommet d'un cône, oa peut 
m^ner une infinUé de plans tangents à cette surface, et que 
les tangentes aux courbes menées de ce sommet, au lieu 
d'être situées dans un même plan, sont des génératrices. 
Le sommet d'un cône échappe donc au théorème général 
énoncé ci-dessus. Mais on voit clairement à quoi tient 
cette exception. 

30. Le même cas exceptionnel se rencontre dans la su^ 
face engendrée par une courbe tournant autour d'une tan- 
gente ou d'une corde : pour le point commun à la géné- 
ratrice et à Taxe de rotation, les tangentes se confondent 
avec Taxe, ou bien elles forment uu cône de révolution. 

31. On peut citer encore, comme exemples de surfaces 
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pour lesquelles le théorème général est en défaut, celles 
qui ont la forme d une pointe ou d'une corne, et peut-ôtre 
quelques autres. Mais, ainsi qu'on a pu le reconnaître dans 
la discussion relative au sommet d'un cône, ces exceptions 
au théorème n'empêchent pas que la démonstration donnée 
ci-dessus soit rigoureuse ; car si elles se présentent , c'est 
seulement dans les cas, très-particuliers, où Ton ne pour- 
rait plus adopter Thypothèse sur laquelle cette démonstra- 
tion est basée. 

33, En revenant au cas le plus ordinaire , celui où les 
tangentes à toutes les courbes menées par le point donné 
sont contenues dans un même plan , il importe d'observer 
que celui-ci peut, de trois manières différentes, être tan- 
gent à la surface. 

1«> Si la courbe dont MC et AB sont deux arcs (n® 26) Fig. 15. 
se réduit au point M quand le plan sécant P a atteint sa 
position limite P\ ce plan P' n'a, dans les environs du 
point M, que ce seul point en commun avec la surface : il 
ne fait donc que toucher celle-ci. En d'autres ternies , la 
petite zone dont M est le centre est située tout entière d,'un 
même côté de P', On dit, dans ce cas, que h surface con- 
sidérée est convexe, tout autour du point M. (26, note.) 

2° Il peut arriver que la limite commune des arcs AB , 
MC soit une courbe telle , qu'en chacun de ses points , le 
plan tangent à la surface soit précisément le plan PV Alors 
celui-ci, au lieu de toucher la surface en un seul point, a, 
avec elle, une ligne de contact. On a un exemple de cette 
circonstance quand on considère un tore, c'est-à-dire un 
anneau, reposant sur un plan horizontal : ces deux surfaces 
se touchent suivant une circonférence. 

7>^ Enfin, la limite commune des arcs AB, MC étant en- 



i6 TRAITÉ ÉLÉMENT AIRE 

core une ligne, il se peut que, le long de celle-ci, la surface 
soit en partie du côté du plan P\ et en partie de l'autre 
côté de ce plan. Dans ce cas, le plan P' est tout à la fois 
tangent et sécant. Les surfaces qui jouissent de la propriété 
d'être ainsi coupées par leur plan tangent sont dites non 
convexes. On dit encore, pour une raison que nous ne pou- 
vons indiquer ici, qu'elles sont à courbures opposées (26). 
La gorge d'une poulie ou, ce qui est la même chose* la 
partie rentrante d un tore, l'hyperboloïde à une nappe, le 
paraboloïde hyperbolique , etc. , présentent cette particu- 
larité. 

. 53. Puisque le plan tangent en un point d'unie surface 
contient, en général, les tangentes à toutes les courbes 
passant en ce point ; puisque d'ailleurs deux droites qui se 
coupent déterminent un plan, il s'ensuit que kplan tangent, 
en un point pris sur une surface , sera déterminé par les tan-^ 
g entes à deux courbes quelconques tracées sur la surface, 
et passant en ce point. 

54. Une droite est une ligne qui se confond avec sa tan- 
gente; conséquemment, \^ le plan tangent en un point 
d'une surface réglée contient la génératrice rectiligne pas- 
sant en te point; 2^ ce plan sera déterminé par cette géné- 
ratrice et par la tangente à une autre ligne quelconque 
menée j sur la surface, par le point de contact donné, 

55. On appelle normale à une surface, en un point , la 
perpendiculaire au plan tangent en ce point. 

56. Après avoir établi les propriétés générales des plans 
tangents , occupons-nous des propriétés particulières dont 
ils jouissent, lorsque les surfaces qu'ils touchent sont celles 
qui ont été considérées ci-dessus. 
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CHAPITRE III. 

PUiiu tmmgenim «ax eyllndretf, «ox ediie«9 «ax «arraees déTe- 
loppAlilefl 9 aux «arffaees réurlées^ et aax «urfaeetf de revo- 
InUoB. 



37. Théorème. L^ p/an tangent en un point d'une sur- 
face cylindrique^ est tangent tout le long de la génératrice 
qui passe en ce point. 

Par deux points M, M', appartenant à une même gêné- Fie. 17. 
ratrice, faisons passer deux courbes quelconques MA, M'A', 
tracées sur la surface. Prenons ensuite une nouvelle géné- 
ratrice AA', assez voisine de la première pour qu'elle ren- 
contre nos deux courbes. Menons enfin les deux sécantes 
MAS, M'A'S^ et les deux tangentes MT, MT'. 

Si le plan des deux génératrices tourne ^lytour de MM' 
de manière que la seconde génératrice AA' s'approche 
indéfiniment de la première, les deux sécantes, constam- 
ment situées dans le plan mobile, se confondront, en même 
temps, avec leurs limites MT, M'T^ Donc ces. tangentes 
MT, M'T' sont situées dans un même plan avec la généra- 
trice fixe. Mais ce plan est tangent au cylindre, d une part 
en M et d'autre part en M' (n° 34) ; donc, etc. 

38.' Théorème. La projection de la tangente à une courbe 
est tangente à la projection de cette courbe. 

Par une courbe quelconque MA et par sa tangente MT fai- Fig. 17- 
sons passer un cylindre projetant et un plan projetant. Si nous 
coupons ces deux surfaces par le plan de projection , nous 
2« p. î 
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obUeodroos, pour sectioos respectives, la projection M'A' 
de la courbe MA et la projection MT' de la tangente MT. 
Or* d'après le théorème précédent, le plat) projetant est 
tangent, en M et en M', au cylindre; donc l'intersection 
M'T' de ce plan et du plan de la courbe M'A' se confond 
avec la tangente à celle-ci. 

59. Le dernier théorème est en défaut quand la tan- 
gente à la courbe donnée est perpendiculaire au plan de 
projection, car alors cette tangente se projette suivant un 
point. Dans ce cas, la projection de la courbe présente 
habituellement, en ce point, un arrêt ou un rebrovssement, 

40. Théorème. Le plan tangent en un poifit (Tune sur- 
face conique^ est tawjetit tout le long de la génératrice qui 
passe en ce point, 

La démonstration est tout à fait semblable à celle qui 
précède (u*»37). 

41 . Nous avons vu, ci-dessus (n® !20), que les cylindres 
et les cônes sont des cas singtiUers des surfaces dévelop- 
pables. Il y a donc lieu de se demander si la propriété re- 
marquable que nous venons de démoniren relativement 
aux plans tangents, appartient à toutes ces surfaces. Avant 
de vérifier qu'il en est ainsi , nous allons essayer de faire 
comprendre la différence de forme qui existe entre les sec- 
tions faites dans une surface réglée , par un plan P mené 
suivant une génératrice, selon que cette surface est gauche 
ou qu'elle est développable. 

42. Considérons d'îihord le cas d'une surface gauche; et 
Fio. 18. supposons que l'on ait fait passer le plan P par la généra- 
trice âB et par un point M, pris arbitrairement sur une 
génératrice CD, voisine de la première. Nous pourrons, 
pour fixer les idées, admettre que le plan P soit celui de la 
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figure. Alors, comme la génératrice CD a toujours pu être 
choisie de manière à ne pas se trouver tout entière dans le 
pian P, sa partie inférieure MD sera, par exemple, en 
avant de ce plan, tandis que sa partie sup^ri^r^ sera der- 
rière celui-ci. 

Soient maintenant CD', C"D''... des génératrices situées 
entre AB et CD, et soient EF, E'F', E'T".-. dUutres gé- 
nératrices, qui précèdent AB. Comme la surface est engen- 
drée d'après une loi continue, les droites CD, CD', CD"... 
seront, eu général, de moins en moins inclinées sur le plan P ; 
et leur limite sera la première génératrice AB. Elles perce- 
ront donc celui-ci en des points M, M', M'^.. Quant aux 
droites EF, E'F', WF"... situées à la gauche de AB, elles 
seront ordinairement, à cause de cette même loi de conti- 
nuité, inclinées en sens contraire des premières, c'est-à-dire 
qu'elles auront leurs parties «t^/7^ri^ur^« en avant du plan, et 
leurs parties inférieures en arrière. Les points N , N f , N'^ . . , 
où ces nouvelles génératrices percent le plan P, seront, 
avec les premiers points M, M', M"... situés sur une courbe 
MRN qui, en général, rencontrera la génératrice AB en un 
point R. En effet, si ce point était transporté à rinfini, 
le plan P serait parallèle à une génératrice infiniment voi- 
sine de AB (*); ce que nous ne supposons pas {**). 



(*) Quand nous disons, pour abréger le discours : « Le plan P serait 
paraUèle à une génératrice infiniment voisine de AB v, nous enten- 
dons ceci : « Le plan P est la limite vers laquelle tend un plan P' mené par 
AB, parallèlement à une génératrice voisine CD, lorsque celle-ci se rap- 
proche indéfiniment de AB ». Ceit« explication d'une dénomination em- 
pruntée à la Théorie des infiniment-petits y pourrait être répétée dans tous 
les cas analogues à celui qui nous occupe : nous la donnons une fois 
pour toutes. 

(**) Si le plan P avait cette position particulière, ?i serait normal à 
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45.< Il est actuellement bien facile de voir que le plan P 
est tangent à la surface gauche, au point R. En effet, il 
contient la . génératrice AB et la tangente RT à la courbe 
MRN ; car, la tangente à une courbe plane est située dans 
le plan de celle-ci. Ainsi, tout plan P, mené par une géné- 
ratrice rectiligne ffune surface gauche, touche celle-ci au 
point où la génératrice rencontre la courbe' d'intersection 
du plan et de la surface. 

44. Si le plan P tourne autour de AB, le point M, où 
il rencontre CD, se déplacera; et, conséquemment, il en 
sera de même pour la courbe MRN et popr le point R. Nous 
voyous donc que le point unique oU une stirface gauche est 
touchée par un plan passant suivant une génératrice, se 
déplace sur celle-d, quand le plan tourne autour de cette 
même génératrice. 

45. Soit à présent une surface développable, ayant, pour 
FiG. 19. arête de rebroussement, la courbe à double courbure 6HKL. 

Par la génératrice AHB et par un point C de l'arête de re- 
broussement, voisin du point de contact H, faisons passer 
un plan P. Admettons, en outre, pour fixer les idées, que 
Tare CH soit, en arrière de ce plan , pris pour celui de la 
figure, les arcs GH, CEL, étant en avant. 

Les tangentes nN, n'N', nW... wM, mW... à ces 
deux derniers arcs, rencontreront le plan P en des points 
N, N', N'^.. M,M^..; en sorte que Tintersection cherchée 
se composera d'abord des deux arcs HNR, CMS. 

Remarquons maintenant que, parmi les génératrices tan- 



la surface, au point où la génératrice AB rencontre ia ligne de stric- 
tion. Le lecteur pourra consulter, sur ce sujet, une très-intéressante 
note de M. Gbasles. {Journal de LiouinUe^ tome U, page il3.) 
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geutes à l'arc GH, il y eu a une au moins, telle que EF, 
parallèle au plan P : cette conclusion devient évidente si 
l'on fait mouvoir ce plan parallèlement à sa position primi- 
tive, jusqu'à ce que les deux points où il coupe GH se con- 
fondent en un seul point I. 

Gela étant, les tangentes dont les points de contact sont 
situés sur Tare IH donneront lieu, par leurs intersections 
avec le plan P, à un arc infini HU : car EF est la limite des 
génératrices qui rencontrent ce plan. De même, les tan- 
gentes à la partie IG de l'arête de rebroussement détermine- 
ront un autre arc infini GV. 

Il est facile de reconnaître, en outre, que les deux arcs 
GV, CMS, ont une tangente commune ; et que les, deux 
autres arcs HU, HR, ont, pour tangente commune, la gé- 
nératrice AB. De plus, si le point G s'approche indéfini- 
ment du point H, les arcs infinis GV, HU, et la tangente 
EF, se confondront, en même temps, avec la génératrice 
AB. Quant aux deux arcs HR, GS, ils formeront, à la limite, 
une seule courbe, ayant AB pour tangente. Mais alors le 
plan P sera, évidemment, taiîgent en H à la surface déyelop- 
pable. On peut, donc dire que : le plan tangent à une sur- 
face développablef en un point de V arête de rebroussement ^ 
coupe la surface suivant la génératrice passant par ce point, 
et suivant une courbe tangente, en ce même point, à V arête 
de rebrou^ement. 

46. De cette discussion sur la forme générale de la sec- 
tion faite dans une surface développable par un plan P, 
passant par une génératrice, on conclut, sans difficulté, la 
propriété du plan langent, indiquée ci-dessus (n® 41). 

En effet, traçons sur la surface une courbe quelconque 
XY, coupant aux points X, Y la génératrice AB et Tare in- Fio. 19. 
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finiCV; et menons la sécante XYZ. Maintenant, faisons 
tourner le plan P autour de ÂB, de façon que le point G, 
où il coupe l'arête de rebroussement, s'approche indéfini' 
ment du point H, commun à cette courbe et à sa tangente 
AB. A l'instant où ces deux points seront confondus en un 
seul, les points Y, X, coïncideront, et la sécante XYZ se 
confondra avec XT, tangente à la courbe XY. Cette tan- 
gente XT est donc contenue dans le plan limite P', tangent 
en H à la surface développable ; donc celui-ci coïncide avec 
le plan BXT, tangent en X à cette surface. En d'autres 
termes : le plan tangent à une surface développable, en un 
point de l'arête de rebroussement^ est tangent tout le long 
de la génératrice rectiligne qui passe en ce point. C'est ce 
qu'il fallait démontrer. 

47. Remarque. Le plan P', tangent à la surface déve- 
loppable tout le long de la génératrice rectiligne AB, est la 
limite des plans qui, passant par cette droite, coupent /'a* 
rête de rebroussement. Pour nue raison que nous ne pouvons 
indiquer ici, il est appelé plan osculateur de cette courbe. 

48. Théorèbie. Le plan tangent à une surface de révo- 
lution, est perpendiculaire qu plan méridien passant par k 
point de contact. 

F». 20. Par un point quelconque M, pris sur une surface de ré- 
volution dont XY est Taxe , menpns un parallèle AB et 
, f 

un méridien CD. Soient MX, MS, les tangentes ^ ces deux 
lignes : le plan TMS sera tangent, en M à la surfaoe (n® 33). 
Par conséquent, pour démontrer le théorème, il suffit de 
faire voir que la tangente MT, au parallèle, est perpendicu- 
laire au plan méridien MXY. Or, ce dernier plan, évidem- 
ment perpendiculaire au plan du parallèle, coupe celui-ci 
suivant un rayon OM, perpendiculaire à la tangente MT 
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donc, d'après un théorème connu, cette tangente est per- 
pendiculaire au plan méridien. 

49. Théorème, l^ La normale en un point (Tune surface 
(fc révolution est contenue fians le plan méridwi passant 
par ce point ; 2° les normales à la surface , menées par dif- 
férents points d!un même parallèle^ rencontrent llaxe en 
un même point. 

La première partie de la proposition est une conséquence 
du théorème précédent. Quant à la seconde partie, elle 
devient évidente, si Ton observe que tous les méridiens de 
la surface sont des positions différentes de l'un quelconque 
d'entre eux, supposé mobile. 

50. Nous pouvons maintenant compléter ce que nous 
avons indiqué çi-dessiis (u® 24), relativement à la manière 
d'obtenir des limites dans lesquelles tombent les projections 
des points appartenant à la surface que Ton veut repré- 
senter. 

S étant cette surface, supposée convexe pour plus de Fig 21 
simplicité, soit la position de Toeil du spectateur. Imagi- 
nons, parce point, un plan quelconque P. tangente la sur- 
face S. Si ce plan se déplace, en passant constamment par 
le point de vue 0, le point M, où il touche la surface, dé- 
crira, sur celle-ci, une certaine courbe ABGD, telle, que la 
partie ABCDE du corps S sera visible pour le spectateur, 
tandis que l'autre partie ABCUF sera iîivisible. Pour cette 
raison, la ligne ABGD est appelée contour apparent du corps. 

51. D'après cette considération, on devrait se donner, 
dans chaque cas particulier, les projections du point de vue, 
et en conclure celles du contour apparent correspondant. 
Le problème, ainsi envisagé dans toute sa généraUté, serait 
fort compliqué : on le simplifie en supposant, comme dans 
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la première partie de cet ouvrage (n* 31), Vœil de V obser- 
vateur placé sur une perpendiculaire au plan de projection^ 
et à une distance infinie de ce plan. 

En effet, si nous supposons que le point de vue s'é- 
loigne indéfiniment du plan de projection XY, en restant 
constamment sur la perpendiculaire GH, le plan tangent P, 
considéré ci-dessus, aura pour limite un autre plan P', éga- 
lement tangent à la surface S , mais perpendiculaire à XY. 
En même temps, le contour apparent ABCD sera^ à la li- 
mite, le lieu des points de contact des plans tamjents^ perpen- 
diculaires au plan de projection. 

• 

52. Remarque. Soit MT la tangente en M à la courbe 
âBGD : elle sera dans le plan P. Conséquemment, si nous 
prenons ABGD pour directrice d'un cône ayant son sommet 
en 0, ce cône sera circonscrit à la surface S ; c'est-à-dire 
que son plan tangent, suivant la génératrice quelconque 
OM, se confondra avec le plan P- La limite du cône, quand 
le sommet se transporte à l'infini sur la droite GH, est, 
évidemment, un cylindre circonscrit à la surface S, et dont 
les génératrices sont perpendiculaires à XY. Par suite : 

Pour obtenir la projection du contour apparent d'une 
surface donnée, il suffit de construire la trace d'un cylindre 
circonscrit à cette surface, et perpendiculaire au plan de 
projection. 
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CHAPITRE IV. 

ProMèmea relatifs aux plans tanseato. 



PROBLânB Z. 

Mener un plan tangent à on cylindre donné, en un point 

pris sur la surface. 

53. Supposons, pour plus de simplicité, que la sur&c^ Fig. 22. 
cylindrique soit donnée par sa trace horizontale abcd et par 
une droite (pî,p'90» parallèle aux génératrices; admettons, 
eu outre, que le point de contact soit donné par sa projec- 
tion horizontale m; et proposons-nous, d'abord, de détermi- 
ner les projections des contours apparents de cette surface. 

D'après ce qui précède (51), le contour apparent, relatif 
au plan horizontal, est le lieu des points de contact des 
plans verticaux, tangents au cylindre abcd. Or, chacun de 
ces plans touche la surface suivant une génératrice (37); 
donc sa trace horizontale, évidemment confondue avec la 
projection de cette droite, doit être tangente à la trace ho- 
rizontale du cylindre. 

♦ Il suit de là que, si Ton mène, à cette dernière courbe, 
des tangentes ce, df parallèles àpg, l'ensemble de ces tan- 
gentes sera la projection du contour apparent, relatif au 
plan horizontal de projection. 

On verra, avec la même facilité, que, si Ton construit des 
plans aa'g\ bb'h[, parallèles à la droite (pq/p'q')^ per- 
pendiculaires au plan vertical, et ayant leurs traces horizon- 
tales tangentes à la courbe abcd, l'ensemble des traces 



S6 TaAITi iMVKlfTAIlUB 

verticales a'g\ ft'A'de ces plans sera la projection du con- 
tour apparent, relatif au plan vertical de projection. 

54. Actuellement, cherchons la projection verticale du 
point de contact. Pour cela, menons, par la projection ho- 
rizontale donnée m, une parallèle kpq : elle rencontrera la 
courbe abcden despointsr, s..., qui seront les traces hori- 
zontales d'autant de génératrices, sur lesquelles sont situés 
les points de la surface cylindrique, projetés en m. Sur 
notre épure, où la trace horizontale du cylindre est une 
courbe fermée, convexe, le nombre des points r, 5... se ré- 
duit à deux ; en sorte que la verticale projetée en m, ren- 
contre la surface du cylindre, seulement en deux points, 
dont les projections verticales m', m" sont situées sur les 
projections s'fn\ rW des génératrices ayant pour traces 
r, s. 

Si la trace horizontale donnée était sinueuse, les points 
tn\ w''... pourraient être plus nombreux : mais la construc- 
tion ne changerait pas. 

55. Les projections verticales m\ rn!\ qui répondent à 
la projection horizontale m, étant déterminées , considé- 
rons, par exemple, le plan tangent en (m, rw^). Ainsi que 
nous l'avons déjà rappelé ci-dessus, ce plan se confond 
avec celui qui touche le cylindre au point (s, s'), où la gé- 
nératrice (ms, m's') perce le plan horizontal; et celui-ci, 
devant coatcnir la tangente aj3 à la courbe abcdy a pour 
trace horizontale cette dernière droite. Quant à la trace 
verticale jSy du même plan, on la détermine, soit en cher- 
chant la trace verticale de la génératrice de contact, soit 
en construisant une horizontale duplariy telle que (miy m'i'). 

On trouve, de la même manière, les traces a'^% /3y 
du plan tangent en (m, fn!% 
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« 

56, Remarque. Dans, le problème précédent, nous avons 
supposé que l'on mit toujours mener la tangente à une 
courbe plane, par un point pris dans son plan. Cette hypo- 
thèse, qui ne serait nullement admissible, s'il s'agissait 
d'une construction rigoureuse, résultant des propriétés de 
la courbe, doit être acceptée, quand il est seulement ques- 
tion de traces. On conçoit, en effet, qu'il n'est pas difficile 
de placer la règle, de manière qu'elle passe par le point 
dpnnéy et qu'elle soit, sensiblement, tangente ^ la courbe 
donnée. 

PROBLâMB XZ. 

(kmaalssant I9 directrice d'uo cylindre el la direction de ses génératrices, 
construire le plan tangent à la surface , en un point pris sur celle-ci f ). 

57. Soient abc, a'Vc' les projections d'une courbe quel- Fig. 23 
conque, directrice du cylindre; soit (pq, p'q') les droites 
auxquelles les génératrices doivent être parallèles. Enfin, 
supposons que le point de contact M ait m pour projection 
horizontale. 

Si, par le point M, on imagine une génératrice EF, elle 
rencontrera la directrice en un point D. dont les projections 
d, d' se construiront très-aisément : il sera donc bien fa- 
cile d'obtenir la projection verticale e'f de EF, et la pro- 
jection verticale m' de M. 

Cela posé, comme le plan tangent en M se confond avec 
le plan tangent en D, et que ce dernier plan est déterminé 
par la' génératrice EF et par la tangente en .D à Ja direc- 
trice abc, a'b'c' (34), il s'ensuit que le problème .proposé se 
réduit à la construction de cette tangente. 



' . p I » 



(*) Ce pro|)lèiQ^ est la gjgnéraUsatipii de celui qui précède. 
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Or, lès projections de cette droite sont les tangentes di, 
d'V aux courbes abc, a'h'c' (38) ; et, d'après la remarque 
précédente (56), ces tangentes peuvent être regardées 
comme connues. Le plan demandé est donc a/3y. 



Mener un plan tangent à un cylindre, par un point extérieur à la surface. 

FiG. 24. 58. Après avoir construit, comme dans le problème I, 
les projections des contours apparents du cylindre, menons, 
par le point donné (m, m'), une parallèle (ww, m's^) aux gé- 
nératrices : le plan cherché contiendra, évidemment, cette 
parallèle. De plus, ce plan doit avoir sa trace horizontale 
tangente à la trace horizontale ahcd du cylindre. Si donc, 
par le point s^ où la droite MS perce le plan horizontal, nous 
menons des taugentes 5j3, sj3' à la courbe ahcd, chacune 
de ices droites sera la trace horizontale d'un plan satisfaisant 
à la question. 
Le reste s'achève facilement. 

- PROBbânB XV. 

Mener un plan tangent à un cylindre, et parallèle à une droite donnée. 

59. Si, par un point quelconque de l'espace, on mène 
tme parallèle à la droite donnée, et une parallèle aux géné- 
ratrices du cylindre, le plan de ces deux droites sera paral- 
lèle au plan tangent cherché. Par conséquent, on obtiendra 
la trace horizontale de celui-ci, en menant, à la trace hori- 
zontale de la surface, une tangente parallèle à la trace hori- 
zontale du plan auxiliaire. 

Nous laissons au lecteur le soin de construire l'épure. 
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PROBIiàMB V. 

Mener au plan tangent à an eône donné, en un point pris sur la surface. 

60. Supposons que 1o cône soit donné par sa trace ho- Fig. 25 
rizontale abcd et par son sommet [s^ s'); supposons, de 
plus, que le point de contact soit donné par sa projection 
horizontale m. Des considérations semblables à celles du 
n° 53 prouveront que, pour obtenir la projection du contour 
apparent relatif au plan horizontal, il faut, par la projection 
s du sommet, mener des tangentes se, sd à la base du cône ; 
et que, pour déterminer le contour apparent relatif au plan 
vertical, il sufBt de construire les traces verticales s'a\ s'b' 
de deux plans ayant, pour traces horizontales, des tangentes 
à cette même base, perpendiculaires à la ligne de terre. 

On obtiendra ensuite, comme dans le cas du cylindre, 
les projections verticales m', w!' des divers points qui, si- 
tués sur la surface du cône, oat m pour projection horizon- 
tale. 

> 

Les traces horizontales des différents plans qui satis- 
font à la question seront les tangentes ajS, a'Ç^' à la base 
du cône, menées par les traces horizontales t, r des géné- 
ratrices de contact : les considérations qui viennent d'être 
rappelées démontrent encore cette partie de la construction. 

Enfin, les traces verticales des plans tangents s'obtien- 
dront, soit par une horizontale {mif m^i^, soit au moyen de 
la génératrice de contact rs, r's'. 

61 . Nous ne donnerons pas les solutions des questions 
sur le plan tangent au cône, analogues aux Problèmes II, 
m et IV, parce qu'il nous faudrait presque absolument nous 
répéter; mais nous engageons le lecteur à construire les 
épures que nous omettons, en variant les données. 
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PROBX.ÊMB VX. 



Mener un plan tangent à une surface de révolution dont le méridien 
est donné, connaissant le point de contact. ' 

62. Nous admettrons toujours, dans les questions rela- 
tives aux surfaces dé révolution , que Ton a pris le plan 
horizontal de projection, perpendiculaire à l'axe, et le plan 
FiG. 26. vertical, passant par Taxe. Les deux projections de cette 
droite seront alors le point o de la ligne de terre , et une 
droite o%' perpendiculaire à celle-ci. 

Cela posé, supposons d'abord, pour plus de simplicité, 
que la surface de révolution soit donnée par son méridien 
principaU c'est-à-dire par celui qui est situé dans le plan 
vertical de projection; et adoptons, pour ce méridien, une 
ellipse ayant son grand axe c'd' confondu avec oz' : la sur- 
face à laquelle nous nous proposons de mener un plan tan- 
gent sera un ellipsoïde de révolution (n^ 6) ; mais nos rai- 
sonnements seront indépendants de cette hypothèse. 

63 Le contour apparent, relatif au plan vertical, est la 
méndienne principale a'ft'c'd'. Eu effet, en un point quel- 
conque de cette courbe , le plan tangent à la surface est 
perpendiculaire au plaii vertical, puisque celui-ci est con- 
fondu avec le méridien passant au point dont il s'agit. 
Quant au second contour apparent, lieu des points de con- 
tact des plans tangents verticaux , il est évident qu'il se 
compose en général de parallèles tels que a'h\ détenriinés 
par des tangentes au méridien principal , menées parallè- 
lement à Taxe. Dans le cas particulier représenté sur Té- 
pure, ce parallèle (dont nous avons projeté seulement une 
moitié) partage Tellipsoïde en deux parties symétriques; 
pour cette raison» on l'appelle ordinairement équateur. 
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64. Soit actuellement m la projection horizontale du 
point de contact M. Pour déterminer la projection verti- 
cale, il suffit d'observer que le point M est situé sur un paral- 
lèle, dont la projection horizontale est la circonférence nmp^ 
décrite du point o comme centre , et dont il est bien facile 
d'obtenir la projection verticale n'm'f\ Il est clair, en même 
temps, qu'à la projection horizontale m peuvent corres- 
pondre les projections verticales^', vit!' d'autant de points 
situés sur la surface. 

65. Ces constructions préliminaires étant effectuées, 
supposons qu'il s'agisse de mener le plan tangent en (m, m) . 
Pour résoudre ce problème , nous construirons d'abord la 
normale au même point. Or, la projection horizontale de 
cette droite est, évidemment, le rayon mo (49) ; et, pour ob- 
tenir sa projection verticale, rappelons-nous que cette nor- 
male, et la tiorttîale au point [n^ n'), coupent l'axe en un 
même point (49). Si donc nous menons eu n' la normale 
n'i' à la méridienne principale (*), et si nous joignons le 
point t'y où cette droite rencontre oz'y avec w', la normale 
en (m, m') sera déterminée. 

Il ne s'agit plus, pour achever Tépure, que de mener par 
le point (m, m') un plan aj3y, perpendiculaire à la droite 
(wo, m'i'). 

66. Dans l'exemple que nous avons chqisi, le point 
(m, m'^) donne lieu à une seconde normale et à un second 
plan tangent a'jS'y', symétrique du premier par rapport 
au plan de Téquateur. A cause de cette symétrie, les deux 

(*) Nous admettons., comme cudessus (56), que Ton sait toujours, 
rigouretÂsement ou approximativement , construire la tangente , et par 
suite la Dormalei à une courbe plane, en un point de cette ligne. 
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plans tangents se coupent suivant une droite située dans 
ce dernier plan. 



Mener un plan tangent à une surface de tévolution dont le méridien 
n'est pas donné, connaissant le point de contaet. 

* 

Fi6. 27. 67. Soient ab, a'h' les deux projections d'une ligne quel- 
conque, plane ou \ double courbure, qui, en tournant au- 
tour de Taxe (o, o%!)y engendre la surface. Soit ensuite m la 
projection horizontale du point de contact. On obtiendra, 
comme dans le problème précédent, la projection verticale 
m' de ce point, en construisant le parallèle [mn^ m'n') qui 
passe en ce même point. 

On pourrait actuellement chercher la section faite dans 
la surface par le plan vertical de projection; puis, ayant 
obtenu ainsi la méridienne principale, on serait ramené au 
problème qui précède. Mais il est plus simple d'opérer di- 
rectement sur les données, comme il suit. 

Par le point (ri, n% où le parallèle passant par le point 
de contact coupe la génératrice , menons la tangente (ni, 
n'V) à cette courbe; puis, en ce même point, imaginons 
un plan perpendiculaire à la tangente : il contiendra la no(r 
male en (n, n') à la surface de révolution. Or, cette nor- 
male est projetée horizontalement suivant no; donc le 
point où elle coupe l'axe est l'intersection de celui-ci avec 
Ta trace verticale du plan dont il vient d'être question. 

Pour obtenir cette trace verticale , menons ne perpendi- 
culaire à ni, et n^c' parallèle à xy : ces deux droites se- 
ront les projections d'une horizontale du plan, ayant pour 
trace verticale le point (c, c') ; de sorte que cY, perpendi- 
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culaire à n't', sera la trace verticale du plan normal ^ et 
que le point r' sera celui où la normale (noy nY) coupe 
Taxe. 

Il ne s'agit plus maintenant, pour achever l'épure, que 
de mener les projections (mo, mV) de la normale au point 
donné, et de faire passer, par ce point , un plan ajSy per- 
pendiculaire à cette droite. 

68. Adoptons, pour génératrice de la surface de révo- Yiq. 28. 
lution, une droite (a&, a^b'). En appliquant à cet exemple 
particulier la méthode employée dans l'épure précédente , 
on rencontrerait d'assez grandes simplifications; mais il 
sera encore plus court d'opérer comme il suit. 

m étant toujours la projection horizontale du point de 
contact M, soit (n, n') le point de la génératrice située sur 
le parallèle qui passe en M ; et soit, par suite, m/ la projec- 
tion verticale de ce dernier point. 

A cause de la symétrie de la surface autour de son axe 
(o, oz') , si nous pouvons construire le plan tangent eu 
(n, n'), il nous suffira de le faire tourner d'un angle égal à 
nom^ pour obtenir le plan tangent en M. Or, le premier de 
ces deux plans contient la génératrice (ab, a'fr') (34), et, 
d'un autre côté, il doit être perpendiculaire au plan méri- 
ridien noz\ Gonséquemment, sa trace horizontale est la 
perpendiculaire a'(3' abaissée.du point a sur on, et sa trace 
verticale j3'y' passe par la trace verticale b' de la généra- 
trice. 

Supposons maintenant que ce plan tourne autour de Taxe, 
jusqu'à ce que le point (n, n') se confonde avec (m, m'). 
Alors la trace horizontale a'j3' prendra la position aj3 ; et 
comme le point (o, d') , où Taxe rencontre le plan mobile, 
ne change pas, la trace verticale du plan cherché sera^(f y. 
2« p. 3 
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69- Remarque. Si le point de contact (n, n') se déplacé 
sur la génératrice {ab, û'b'), la trace horizontale a'|3' tourne 
autour du point a, puisque cette trace est perpendiculaire 
au rayon on. Il suit de là et des propriétés générales -dé- 
montrées dans le chapitre III (44), que la surface dont nous 
venons de nous occuper est gauche. Nous verrons en effet, 
plus loin, qu'elle est connue sous le nom de surface gauche 
de révoMion* Nous verrons aussi que cette surface ne dif- 
fère pas de Yhyperboloide de révolution, à une nappe. 

Par ane droite donnée, faire passer un plan tangent à une sphère donnée. 

FiG. 29. . 70» Lorsque deux .plans P, P', non parallèles, toucheol 
une sphère 0, leur intersection AB est» évidemment, per^ 
pendiculaire au plan du grand cercle EDFD' mené par les 
points àe contact D, D'. Par suite, les tangentes CD, CD' 
à la circonférence EDFD' viennent concourir au point d 
où le plan de cette circonférence est rencontré par Tintera- 
section des plans P, P'» 

Si donc AB est la droite par laquelle on veut faire passer 
un plan tangent à la sphère 0, on mènera» du centre de 
celle-ci, un plan perpendiculaire à AB ; on déterminera le 
point G et la circonférence ËDFD', intersections du plaa 
avec la droite et avec la sphère; on construira les tangentes 
CD, CD'; et les points D, D' seront ceux où la sphère tou- 
chera les deux plans cherchés P, P^ 
71 . Pour effectuer les constructions qui viennent d'être 

FiG. 30. indiquées» faisons passer la ligne de terre par le centre 
de la sphère : les contours apparents de ceUe*«i , relatif 
aux deux plans de projection» seronr confondus suivant 
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une eirconférence de grand cercle efgh. Soient , en outre, 
ab, a'V les projections de la droite donnée AB (*). Les 
part)eiidîealaires oor, o/3^ abaissées du centre o sur ces 
{Nrojecliofis, seront les traces du plan EDFD'; et nous dé^ 
tcraiiDerons, par la construction ordinaire ^ lés projections 
c^ c' da point G. 

Actuallemeuty pour n'atoir pas à construire les })rojec- 
UoBs de k circonférence EDFD^ rabattons son plan, c'est* 
à*dire le plan ao^, 'Sur le plan horizontal , en le faisant 
tourner autour de a«. La circonférence EDFD' se rabattra 
suivant efgh; et le point (c, c') viendra se placer en un 
point Cl , que nous obtiendrons par la construction con- 
nue (Prob. XXXVIII, Première Partie). Menons ensuite, 
de ce point C| 9 les tangentes CiD|, C^Da à efqh; nous au- 
rons en Di, Da les rabattements des points de contact D, 
D'; i^fès quorS ne s'agira plu», pour âidiever Tépitiie , 
que de revenir de ces rabattements à leors projections. On 
obtient ainsi les deux plans XijUiVt f ^ti^vs' 

72. Remarque. L'épure dont nous venons d'indiquer la 
construction comporte trois vérificatiom : 

i^ Les traces de chacun des deux plans tangents doivent 
passer, respectivement, par les traces de la droite AB; 

2^ Elles doivent être perpendiculaires aux projections 
des rayons menés aux points de contact (d^ d\), (dj, d',); 

2^ Enfin, les tra(5es horizontales Xi^ii , ^if^ doivent pas- 

■ IMT ii' t i I Éii — ^— ^^—fc— — » 

(*] St les dent projections àb, a'h' coupaient la circonférence' efgh, il 
ieffftU nécesMtifB de s^assnrer que la plus èoune distance dti centre à 
à la droite AB est plus grande que le rayon de la spbère. Four évitor 
cette recherche préliminaire, on prend habituellemeat uae, au mûiasi 
des deux projections, extérieure à efgh. 
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l 

ser, respectivement, par les pgints Bi, R«i où les tangentes 
CJ)^, Cfit coupent la trace l^orizontale oa. 

73. Remarque. Si les traces de la droite AB étaient fort 
loin du centre de la sphère, la construction qui a donné le 
point (c, c') serait incommode, et il vaudrait mieux en em- 
ployer une autre, résultant de la solution du problème sui- 
vant : Construire les projections du point où une droite ren- 
contre un plan qui lui est perpendicuUnre , sans employer 
les traces de la droite. Nous laissons au lecteur le soin de 
chercher cette solution. 

Mener à une snrfaee de révolution S , dont le méridien est eonna , 
one normale parallèle à une droite donnée D. 

74. En supposant le problème résolu , soit P le pied de 
la normale cherchée N ; c'est-à-dire le point de la surface 
S, pour lequel la normale est parallèle à la droite D. Le 
plan méridien en P doit contenir N (49); donc il est pa- 
rallèle à D. De plus, la section déterminée dans la surface 
par ce plan méridien , a pour normale , au point P, la 
droite N : cette dernière proposition résulte de la propriété 
principale du plan tangent (27), et de la définition de la 
normale (35). 

Il faut donc, pour résoudre le problème : 

1^ Mener un plan méridien M' parallèle à la droite D; 
2^ imaginer, par un point de Taxe, une parallèle D' à cette 
même droite; 3^ amener le méridien M' et la droite D' dans 
le méridien principal M, en les faisant tourner autour de 
l'axe ; 4^ mener à la courbe méridienne principale une nor- 
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maie N' parallèle au rabattement de D' (*); 5^ revenir du 
rabattement N' à la normale véritable N. 



(*) Pour mener à une courbe plane une normale paraUèle à une droite 
donnée, on trace d'abord une tangente perpendiculaire à cette droite; 
après quoi Ton mène, par le point de contact, une parallèle à la même 
droite : cette parallèle est la normale cherchée. Il faut remarquer, re- 
lativement à ce procédé, qu'il détermine assez rigoureusement la posi- 
tion de la tangente; mais quMl n'en est de même, ni pour le point de 
contact, ni, par suite, pour la normale. 
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CHAPITRE V. 



•««««•■«WivJ» 



75. Les problèmes dont nous allons développer les so^ 
luttons ne sont, évidemment, que des cas très-restrcints de 
la question dans laquelle on se proposerait de trouver Tin- 
tersection de deux surfaces quelconques. Mais comme ces 
problèmes ont des applications continuelles, qu'ils sont 
beaucoup plus simples que le problème général , et qu'ils 
donnent, en quelque sorte, la clefAe celui-ci, nous avons 
pensé, à l'exemple de plusieurs auteurs, qu'il était indis- 
pensable de les traiter à part* 

Trouver : 1^ FinterseetioD d'an eylindre vertical et d*on plan perpendiculaire 
au plan vertical; %^ la tangente en un point de Fintersection ; 3® le ra- 
baUement de cette courbe et de sa tangente; i® le développement du 
cylindre; 5<^ la transformée de l'intersection; 6^ la tangente à cette 
transformée. 

76. Projections de F intersection. Le cylindre étant ver- 
tical, tous les points de sa surface se projetteront horizon- 

Fi6. SI. talement sur sa base acdb, que nous supposons située dans 
le plan horizontal- de projection. Par conséquent, cette 
courbe acdb sera la projection horizontale de la section faite 
dans le cylindre par le plan donné a^y. Quant à la projec- 
tion verticale de cette section, il est évident qu'elle se réduit 
à la partie Uibi de la trace verticale de ce plan , comprise 
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eatre les projections a'ol\ h' ¥ des géuératriee^-Uinitea. 
£n6n , comme nous supposons je cylindre terminé, à sa 
partit; supérieure, par un plan horizontal (i'b\ il s'ensuit.que 
la première partie du problème est complètement résolue» 

77. Construction d^ la tmigente. La tangente en un 
point quelconque (m, nti) de Tintersection est projetée, ho- 
rizontalement, suivant la tangente ^mr à la trace ducylindrrt 
et, verticalement, suivant la trace /3y du plan sécant* Ceci 
résulte de ce théorème général , qu'il suffit d'énoncer s /a 
tangente en un point d^ la courbe d* intersection d'une sur- 
face et d'un plan, est V intersection du plan tangent 4 lik 
surface:, en ce point, av^ec le plan de la courbe* 

78. Rabattement de r intersection. Pour obtenir rinter- 
section en vraie grandeur, on pourrait rabattçe, sur l'un ou 
§ur l'autre des deux plans de projection, le plan séqant ; mais 
il est plus simple, à causç de la nature des données, de le 
faire tourner autour de la perpendiculaire au plan vertical, 
projetée en Ci, jusqu'à ce qu'il devienne horizontal. Dans 
ce pouvement , chacun des points de la courbe , le point 
(nkf ntft), par exemple, décrit, autour de Taxe de rotation, 
W arc dont la projection hprizontale mîtf est jparallôle à la 
ligne de terre, et qui se projette en vraie grandeur, sur k 
plan vertical, suivant Tare miiMa. Par conséquent, la nou- 
velle projection verticale du point considéré est wia , et sa 
nouvelle projection horizontale est M. Par conséquent aussi, 
après le mouvement de rotation , la courbe d'intersection 
est projetée, en vraie grandeur, suivant AcBd. • 

79. Remarque! Si la base abcd du cylindre est une clr- 
cnaférôpee, la section ABcd est une ellipse. (Voyez la noté 
plaçéç à la fin de la Première Partie.) 

80. Développement du cylindre, C« développement #4t 
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la limite des développements des prismes inscrits au cy- 
lindre (20). Si donc, après avoir inscrit dans la base abcd 
un polygone dont les côtés soient assez petits pour qu*on 
puisse, sans erreur sensible, les regarder comme confondus 
avec les arcs correspondants, on porte ces côtés, les uns à 
FiG. 32. la suite des autres, sur une droite indéfinie XY, puis qu'on 
élève, par les points de division ainsi obtenus, des droites 
perpendiculaires à XY, et égales à la hauteur cV du cy- 
lindre, l'ensemble des petits rectangles ainsi formés pourra 
être regardé comme étant, à fort peu près, le développe- 
ment du cylindre. 

Sur notre épure, nous avons supposé que le prisme qui 
remplace le cylindre est ouvert suivant la génératrice pro- 
jetée en a, et nous avons placé la droite XY sur le prolon- 
gement de la ligne de terre : cette disposition est la plus 
commode de toutes, surtout quand on veut construire la 
transformée de la section. 

81 . Remarque. Quand lé cylindre est à base circulaire, 
on peut, pour obtenir une approximation plus grande, mo- 
difier, comme il suit, le procédé qui vient d'être indiqué. 

Ayant divisé la circonférence ahcd en ares égaux suffi- 
samment petits, on prend, sur la droite XY, une longueur 

égale aux — du diamètre ah ; après quoi 1 on divise cette 

longueur en autant de parties égales qu'il y a de divisions 
dans la base du cylindre. On achève ensuite comme il a été 
dit ci-dessus. 
Cette méthode est , graphiquement parlant , très-appro- 

chée : on sait , en effet, que le nombre -^ , donné par Ar*^ 

chimède, ne diffère du rapport de la circonférence au dia-^ 
mètre, que ^'mt quantité inférieure à 0,002,^ 
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82. Transformée de la section. Concevons, comme pré- 
cédemment, (Ju'un prisme soit inscrit au cylindre. La section 
faite dans ce polyèdre, par le plan aj3y, sera un polygone 
dont les sommets (a, Ci), (m, mj), (c, Cj)... viendront, 
quand nous développerons la surface prismatique, se placer 
en A, M, C... sur les transformées des arêtes. De plus, les 
distances Aa, Mm, Ce... seront égales, respectivement, à 
a'ai, m^'m^f c'Ci...Enfin^ le polygone dont les sommets sont 
les points À, M, G..« ainsi obtenus, aura, évidemment, ses 
côtés ou ses éléments ég^ux aux éléments correspondants 
du polygone tracé sur le prisme : on pourra donc le dési- 
gner sous le nom de transformée de celui-ci. Gela posé, si 
le nombre des faces du prisme inscrit augmente indéfini- 
ment, le développement du prisme tendra sans cesse à se 
confondre avec le développement du cylindre ; et, en même 
temps, la transformée de la section prismatique s'appro- 
chera de plus en plus d'une certaine courbe-limite AMCB..., 
laquelle est dite transformée de la section cylindrique (*). 

Cette transformée sera obtenue avec toute l'approxima- 
tion que la question comporte si, après avoir construit, 
comme il a été indiqué plus haut, le développernen^ du cy- 
lindre, et après avoir rapporté sur ce développement les 
points (a, ai), (m^ m^)^ (c, C])..., ou fait passer, par les 
points A, M, G..., un trait continu AMCB... (**). 

(*) Pour ne pas compliquer Tépure, nous avons désigné, par les 
mêmes lettres A, M, G, B... les sommets du polygone obtenu en déve- 
loppant le prisme, et les limites de ces sommets, situées sur la courbe 
avec laqueUe le polygone tend à se confondre. Mais il est bien entendu 
que, rigoureusement parlant, les premiers points ne coïncideront jamais 

aveu les seconds, 
(^*) On peut se proposer de trouver Téquation de la transformée 

AMCB. Pour cela, supposons que Ton sache exprimer l'arc am—f de 



4S TiuiTt tLbKmàOM 

$5t Bénuupque. Nous avoAft yu, tout ii l'heure , que la 
tran3formée de la section prismatique a $68 él^nita égaux, 
respectivemeiit, à ceux de la sectiou* Par suite, les pérl^ 
mètres de ces dew( polygones sont égaux entre eux. Or, 
deux quantités constamment égales ont des limites égales; 
donc la section plane d'un cylindre, et la transformée de 
cette section, sont deux lignes de même longueur. 

84. On reconnaîtra sans difficulté que le raisonnement 
qui précède s'appliquerait, soit à tin« ligne quelconque tracée 
fur un cylindre, soit, plus généralement, k toute ligne tracée 
$ur une surface développable quelconque. Nous énoncerons 
donc, dès à présent, ce théorème général : 



la base du cylindre, eu fonction de Vàbscisse ap^x du point m, et soit 
9mm^(x)]DL relation entre ces deux variables. Soient, en outre, # Tin- 
clinaison du plan sécant sur Je plan borizonUl, ^i h la liaïueur | 
laquelle ce plan vient couper la génératrice a'a'. On aura, pour 
Tordonnée du point (m, m^), z^h-hxtgb. Or, sur le développement, 

am'^X'^Sj et Mw»«=Y-»«. L'équation chercbée sera donc X«»9 — j-. 
Si la base du cynndre est uu cercle de rayon R, on aur^ 

^«'RgrccosS^-S. 

n. 

Par conséqveBt, la.transformée sera représentée par 

X-llarccos(l-l^), 

. Y— /i X ' 

OU, en réduisant, par 1 — iftil "" ^^ g" • 

Pour simplifier celte équation, transportons l'origine au poinl C (lont 
]§$ i^rdoooées sont |irE et A+R ift^ ; et nous aurons 'enfin ; 

On voit 4}uô la transformée de la fâctisn ptam ^w^ cyltt|4r« ^ Wvo- 
hUm 69$ uns wri^té4e Ut sihit^ïi»*. 



Timtê Ugne^ tracée mw we surface dMoppablef e$t de 
même longueur que sa transformée. 

85. n exi&te» eotre toute ligne tracée sur la surface d'un 
^Uodra et h transformée de cette lipe, une autre relation 
remarquable, que l'oa peut énoncer ainsi ; 

Si Von considère^ sur une surface cyUndrique et sur son 
développement^ une ligne quelconque et sa transformée^ les 
tangentes à ces deux lignes^ en deux points correspondants^ 
sont également inclinées sur les génératrices et sur les trans^ 
formées de celles-^ci; 

Ou, en termes plus courts, mais moins exacts : 

L'angle que fait la tangente à une courbe tracée sur la 
surface d'un cylindre ^ avec la génératrice passant par le 
point de contact y reste invariable quand on développe la 
surface. 

Pour idémontrer cette proposition, substituons encore^ 
au cylindre, un prisme qui lui soit inscrit, et traçons, sur U 
surface prismatique, un polygone dont les somnî.ets soient 
les points de rencontre des arêtes avec la courbe tracée 
sur le cylindre; puis développons la surface. J^ans c^tte 
opération , les trapèzes formés par les arêtes, par les côté$ 
de la base du prisme et par les côtés du polygone, viendront 
se placer, les uns à la suite des autres , sur le plan de dé- 
veloppement. Comèquemm^ni^r angle formé par un côté 
quelconque du polygonef asec les arêtes du prisme^ reste 
invariable quand on développe celui-ci. Or, le prolongement 
d'un côté MN du polygone tracé sur la surface prismatique 
a pour limite la tangente en M à la courbe tracée sur le cy- 
lindre. De même, le prolongement de l'élément M'N' ap- 
partenant à la transformée du polygone , a pour limite la 
tangente ea M^ à la transformée de la courbe, etc 
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86. Des considérations toutes semblables prouvent que : 

Si Von considère^ sur une surface dévehppable et sur son 
développement, une ligne quelconque et sa transformée, les 
tangentes à ces deux lignes, en deux points correspondants^ 
sont également inclinées sur la génératrice passant par ce 
premier point et sur Ut transformée de celle-ci. 

87.. Construction de la tangente à la transformée de la 
section cylindrique. Reportons-nous maintenant k la fig. 31 . 
La tangente au point M de l'espace, la projection horizontale 
rm de cette droite, et la portion Mw de la génératrice for- 
ment un triangle Mmr, évidemment rectangle en w, et égal, 
par conséquent, au triangle Mmr (fig. 32) formé par la 
tangente Mr à la transformée de la section, la transformée 
Mm de la génératrice, et la transformée de la base du cy- 
lindre. En effet, ces deux triangles ont un angle aigu égal 
et un côté égal. Donc la base mr du second est égale à la 
base rm du premier. De là; cette règle : 

Prenez sur le développement du cylindre , à partir du 
point oU la transformée de la génératrice passant par le 
point de contact rencontre la transformée de la base, et dans 
le sens convenable, une distance égale à V intervalle compris 
entre la trace horizontale de la tangente et la trace horizon- 
tale de la génératrice ; joignez le point ainsi obtenu avec le 
transformé (^] du point de contact ; vou^ aurez la tangente 
à la transformée de la courbe tracée sur ce cylindre. 

DE l'hélice. 

88. Parmi les courbes, en nombre infini, que Ton peut 



(*) Puisque Ton dit : la transformée d'une ligne, pourquoi ne dirait-ou 
pas : le transformé d'un point? Par les progrès des sciences et des arts, 
certains néologismes sont forcément introduits dans le langage. 
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supposer tracées sur la surface d*uD cylindre quelconque , 
Tune des plus importantes est VEtucs^. On désigne, sous ce 
nom, toute ligne dont la transformée est une droite. D'après 
cette définition, les sections faites dans un cylindre, par des 
plans perpendiculaires aux génératrices , sont des hélices. 
Les génératrices elles -ïnémes peuvent être regardées 
comme étant un cas particulier de ces courbes : ce sont des 
hélices rectilignes. 

89. La droite transformée d'une hélice quelconque peut 
être regardée comme une ligne dont la tangente a une di- 
rection existante ; et il est clair qu'une courbe ne saurait 
jouir de cette propriété. Par conséquent, et d'après ce que 
nous avons expliqué ci-dessus (85) : la tangente en un 
point quelconque d'une hélice fait, atec les génératrices^ un 
angle constant. Cette propriété est souvent prise pour dé- 
finition . 

90. Théorème. Les hélices tracées sur un cylindre quel- 
conque sont des courbes à double courbure. 

Supposons, s'il est possible, qu'un arc AËC d'hélice soit Pio. 53. 
situé dans un plan. Alors les tangentes AS, BR, CT à . 
cette ligne feront , avec les génératrices passant par les 
points de contact, des angles égaux entre eux. En d'autres 
termes, si, par un point du plan ABC, on menait des paral- 
lèles aux tangentes et une parallèle aux génératrices, la 
dernière droite serait également inclinée sur les trois au- 
tres. Cette conclusion , admissible si l'hélice est droite ^ 
ou si son plau est perpendiculaire aux génératrices, est 
absurde dans tout autre cas. Ainsi, de toutes les hélices tra- 
cées sur un cylindre quelconquCy les seules qui soient planes 
sont les génératrices, ou les sections perpendiculaires à ces 
droites* 
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94 . Remarque. La section obtenne en coupant irn cy* 
lindre par un plan perpendienlaire anx génératrices^ est 
appelée section orthogonale ou section droite* 

92. Théorème. Dans V hélice, la sous-tangente est égale 
à V abscisse curviligne. 

FiG. 34. Prenons, pour origine de Thélice AMB, le point A où 
elle perce la section droite kmb du cylindre C. Soit ensuite 
MR la tangente en un point quelconque M de la première 
courbe : cette tangente aura pour projection , sur le plan 
XY de la section droite, la tangente wR à cette dernière 
ligne. La distance Rm, comprise entre la trace R de RM et 
la projection m de M, est ce qu'on appelle sous-tangente; 
et l'arc Am est V abscisse curviligne du point M. 
Le théorème énoncé consiste donc en ce que 

Rni=arc Am. 

Or, si on développe le triangle cylindrique ÂmM, on ob- 
tiendra un triangle rectangle A'm'M^âaas lequel les côtés 
Wm\ k'm' de- l'angle droit seront égaux» respectivement, à 
Mm et k Tare Am rectifié. D un autre côté, l'hypoténuse 
A'M' pouvant être considérée comme se coufoodaut avec sa 
tangente en M\ il résulte, de la règle démontrée ci-dessus 
(87), que le côté A 'm' est égal à la sou&-tangente Bm; 
celle-ci est donc égale à l'abscisse curviligne Am. 

93. Thêorèmi:. Le ^eu du point où la tangente à ¥héiu 
perce le plan d'une section droite du cylindre, est une déee^ 
kppante de cette section droite. 

D'après le théorème précédent, il faut, f^vot avoir ee lieu^ 

FiG. 34. mener une tangente quelconque mR à la section droite 

kmb, et prendre ensuite , sur cette tangente, à partir dit 

point de contact, une longueur mR, égale à Tare km rêP' 
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tiflô. Cette construction est précisément celle qui sert à 
définir la développante d'une courbe quelconque Amb. Le 
théorème est donc évident. 

94. Théorème. Le plus court chemin entre deux points^ sur 
la surface d*un cylindre, est le plus petit des arcs d^hélices 
terminés à ces deux points. 

Remarquons d'abord que^ par deux points Â, B, pris sur 
la surface d'un cylindre ayant pour base une courbe fermée, 
cri peut faire passer une infinité d'hélices. En effet, ima- 
ginons un plan P, mené par le point A, perpendiculaire- 
ment aux génératrices, et supposons, pour fixer les idées, 
que le point B soit au-dessus de ce plan P. Si, par le point 
A, nous menons une infinité d'hélices dont les inclinaisons 
avec les génératrices augmentent d'une manière continue, 
en commençant par une inclinaison nulle, il y aura une de 
ces courbes qui passera par le point B, sans avoir rencon- 
tré toutes les génératrices; Il y en aura une qui, après les 
avoir coupées toutes, rencontrera de nouveau une partie 
d*entre elles, et se terminera en B; et ainsi de suite (*). 

(*) Lorsqu'une hélice est tracée sur un cylindre à base fermée, eUe 
se conpose d'une Ittfinité d'arcs, tous égaux entre eux, et déterminés 
par ies rencontres successives de la courbe avec une même génératrice. 
Chacun de ces arcs est une spire. L'intervalle constant compris entré les 
extrémités d'une même spire, est ce qu'on appelle pas de rhéUce, etc. 
R^lâttvemetit aux hélices dont U est question dans le texte, si Ton dé- 
signe par l la lôogtieur de la section faite par le plan P,'par A la hau- 
teur du point B au-dessus de ce plan, par s l'arc compris entre le 
point A et la projection du point B; enfin par i l'angle que fait, avec 
les génératrices^ la tangente à une quelconque de ces courbes; on aura 

l)ans cette formule, n représente le nombre des spires contenuei 
dans rare AB. 
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Gela posé, considérons, avec la première de ces hélices, 
une courbe quelconque ACB, tracée sur la surface cylin- 
drique, et terminée aux points A^ B. Quand nous dévelop- 
perons le cylindre, ces deux lignes conserveront, respecti- 
vement, leurs longueurs (84). Or, la droite, transforniée 
de l'hélice, est plus courte que la transformée de ABC etc. 

vsLomsAmm xi. 

Troorer : 1® les projeetlons de la seetioD droite d*uii cylindre quelconque; 
2«> le rabattement de cette courbe; i^ le développement du cylindre; 
i® la transformée de sa base; 5^ les tangentes à la section droite et à 
la transformée de la base. 

95. Projections de la section droite. Supposons, comme 
dans le Problème X, que le cylindre soit donné par sa 
FiG. 35. trace horizontale abcd, et par la direction de ses généra- 
trices. Après ayoir déterminé , comme à Tendroit cité, les 
projections des contours apparents, prenons un plan ajSj^, 
dont les traces soient, respectivement, perpendiculaires 
aux projections des génératrices : ce plan, par son inter- 
section avec la surface du cylindre, donnera la section 
droite de celui-ci. 

. Pour obtenir les projections' de cette courbe, il suffit^ 
évidemment, de chercher les points où un certain nombre 
de génératrices, convenablement choisies, percent le plan 
aj3y. Nous avons indiqué, sur Tépure, la constructiou qui 
donne le point (m, m'), correspondant à la génératrice quel- 
conque (mp, m'p'). En renvoyant, pour l'explication de ce 
tracé, au Pro|)lème VII de la Première Partie, nous men- 
tionnerons cependant une circonstance particulière qui se 
présente dans cette épure, et qui la simplifie considérable- 
ment. 
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Comme les plans. auxiliaires, tels que mpd^^ sont tous 
parallèles entre eux, les projections verticales de leurs in- 
tersections avec le phn a|3/ seront toutes parallèles à Tune 
d'elles, par exemple, à e'm'. Il suffira donc, pour obtenir 
ces projections avec une grande exactitude, de construire 
les points où elles rencontrent la ligne de terre* 

En faisant passer deux traits continus par les points dé« 
terminés comme il vient d'être dit, on aura les projections 
delà section droite» Mais, pour que ces courbes soient 
mieux construites, il convient de leur mener des tangentes^ 
d'abord en des points quelconques, et ensuite en des points 
remarquables. 

95. CùnstrMtwn de la tangente. Considérons d'abord 
un point quelconque M delà section, projeté en (m, m'). La 
tangente en ce point est Tintersection du plan de la courbe 
et du plan tangent au cylindre, en ce même point M (77). 
Si donc nous construisons la trace horizontale pr de ce 
dernier plan, et que nous joignions le point r, où elle ren- 
contre la trace horizontale âej3, avec la projection hori- 
zontale m du point de contact, neus aurons la projection 
horizontale de la tangente en M. On obtiendra la projec- 
tion verticale r'm!- de la même droite , en faisant attention 
que le point (r, r% où se coupent les traces horizon- 
tales des deux plans, est la trace horizontale de leur inter- 
section. 

96^. Les points remarquables sont , dans l'épure qui nous 
occupe, les -points (f.f), (fc, W), {g, g'),{ky k') situés 
sur les contours apparents. Les considérations exposées 
ci-dessus (52), ou l'application de la règle précédente, 
prouvent que les tangentes en f , ft , sont les projections 
horizontales df^ bh des génératrices extrêmes, et que les 
2« p. 4 
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tangentes en g', k' sont, semblabl^nent, les projections du 
contour apparent, relatif au plan vertical. 

97. Pour éviter la multiplicité des constructions, nous 
n'avons pas déterminé : 1^ les points pour lesquels la tan- 
gente est korizontûle; ^^ les points pour lesquels la tan» 
gente est parallèle au plan vertkaL Nous engageons la 
lecteur à effectuer cette recherdie, qui ne présente aucune 
difficulté, 

98. Tout ce qui précède subsisterait sans modification^ 
si leplan a^, au lieu d'être perpendiculaire aux généra-* 
trices du cylindre, avait une direction arbitraire. Ainsi» 
nous.pouvons regarder comme résolu ce problème général : 
Construire les projecUom de la section faite dans un cy2tn- 
drepar un plan quelconque. 

99. Rabmement de la section droitCn On a vu, dans la 
Première Partie (Problèmes XXX YUI et suivants), comment 
on peut construire le rabattement d'une figure plane, con«» 
naissant ses deux projections. L'application du procédé gé* 
néral, aux différents points {m, m% {g^ g% etc«, fournit les 
points M,, 6|--* ^A unissant ceux-ci par un trait continu» 
(m aura, avec une approximation suffisante, non plus les 
prcô^ctions de la section droite» mais cette section même, 
en wraiâ grandeur. Il ne sera pas plus difficile de construira 
le rabattement fM« de la tangente rM. 

Nous n'aurions donc rien à dire sur cette partie de Té- 
pure» si nous ne devions faire remarquer les simplifications 
suivantes, applicables à toutes les questions ayant pour 
objet les rabattements des figures planes. 

100. 1^ Considérons, pour fixer les idées» le point M 
de répure» projeté en m, m'» et rabattu en M,. Pour ob< 
tenir ce dernier point» on doit (Première Partie» Pro- 
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blèiQA XXXVUI) construire Thypotéavse du triangle Umef 
rectangle en m» et dan» lequel le c^té vertical Mm est 4gal 

Au lieu de rabattre ce triangle autour de sa base mCt et 
de répéter la n)éme opération pour les triangles semblables 
i celui-là C), et relatifs aux points G, F.. ., ce qui amènerait 
de la confusion dans Tépure , transportons tous ces trian^ 
glest parallèlement à eux-mêmes /]\xsq\ik ce que leurs bases 
viennent se placer sur une droite x'y\ Si maintepaniU 
plan vertical qui les contient tous se rabat sur le plan bori** 
zootal, les diverses hypoténuses viendront, évidemment, ss 
placer sur une même droite e^Xi dont nous construirons un 
point mtf en prenant sur mt^u perpendiculaire à n^'y't ^^ 
distance fAimi égale k /4m'. I^es perpendiculaires fnii» 
001».. donneront ensuito les hypoténuses cherchées «ifin 

2^ U n'est pas nécessaire» pour construire les points 
mil Hi» 0f.*» de connaître les projections horizontales cor* 
cespondantes m» n, 0.,, : on peut même, pour plus d'exao* 
titude et de simplicité, déterminer cellj^s^ci à Taide des riH 
battements nn, n,, 0t. 

jSn efiet, l'angle aigu x'eX est« évidemmenti le compté*- 
ment de Tangle aigu.formé par une génératrice quelconque 
pM et par sa projection horizontale pm. D'après cela, pre* 
nonSf sur la génératrice jpM, un point quelconque^ par exem« 
pie cehii qui est projeté en e, é^ \ puis, après avoir abaissé 
îq>. perpendiculaire à. a;'i/' et avoir pris e^ex égale % e'4\ 



(*) Ces triangles rectangles sont semblables , parce que Tangle aigu 
Mefii mesure TincUnaison du plan 9^ sur le plan horizontal. (Voyez la 
PNmièrtt ParU«.) 
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menons p^e^ : cette droite sera la position occupée par la 
génératrice quand, après l'avoir transpjortée parallèlement 
à elle-même, nous l'aurons fait tourner autour de x'y'. 

Les autres génératrices viendront, semblablement, se ra- 
battre suivant des parallèles à pi^,. Nous obtiendrons un 
point de chacune d'elles en abaissant bbi, ddi... perpendi- 
culaires kx'y'; et, en coupant tous ces rabattements par la 
perpendiculaire commune ^iX, , nous obtiendrons , tout d'un 
coup, les points mi, ni, jfi... Nous pourrons ensuite, comme 
nous venons de le dire , déterminer par leur moyen , non- 
seulement la projection horizontale de la section, mais en- 
core sa projection verticale. 

3^ Les rabattements mi, n^y gt... ayant été construits 
par Tun ou par l'autre des deux procédés qui viennent d'être 
indiqués, la recherche du rabattement MiNiGi... de la sec- 
tion droite n'offrira plus de difficulté. 

101. Remarqfte. Au lieu de regarder les droites pitrii, 
biht...j comme ayant été obtenues par une translation ei 
une rotation des génératrices, on peut supposer que ces 
dernières droites ont été projetées sur le plan vertical ayant 
pour trace x'y'j ci que ce plan vertical a été rabattu sur 
le plan horizontal de projection. A ce point de vue, le plan 
vertical dont il s'agit est un nouveau plan vertical de pro- 
jection, et la droite x'y' est une nouvelle ligne de terre» En 
même temps , la droite e^\ sera la nouvelle trace vertiêale 
du plan aj3y; la droite mini^i sera la nouvelle projection 
verticale de la section droite , etc. On voit qu'il peut être 
utile, dans certains cas, d'employer des projections auxi- 
liaires. 

102. Développetnejit du cylindre. Nous savons que la 
section droite d'un cylindre se transforme, quand on effeo 
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tue le développement, en une perpendiculaire aux transfor- 
méea des génératrices (88). Si donc, sur une droite indéfinie 
UV, nous prenons les distances HM, M6, GF, FN, NK, Fig. 36. 
KHi, respectivement égales aux arcs H,M,, MiGi rectifiés (*), Fig. 35. 
puis que, par les points H, M, G.*., nous menions des 
pei^endiculaires à UY, ces droites pourront être regardées 
comme les transformées des génératrices du cylindre, dont 
UY représentera la section droite. 

103. Transformée de la base. Rappelons-nous mainte- 
nant qu'une ligne quelconque , tracée sur la surface du 
cylindre, est de même longueur que sa transformée (84). 
Par conséquent, pour construire un certain nombre de points 
appartenant à la transformée de la trace horizontale du cy- 
lindre, il nous suffira de prendre les longueurs H6, Mp... Fig. 36. 
respectivement égales aux waies grandeurs h^b^, miPi... 

des portions de génébtrices, comprises entre le plan de la 
section droite et le plan horizontal. La courbe bpa..., qui 
réunira tous les points ainsi obtenus , sera la transformée 
cherchée. 

Quant à la< partie de la surface située au-dessus de la sec- 
tion droite, on peut la terminer par un simple arrachement. 

104. Tangente à là transformée de la base. Les consi- 
dérations du n^ 87 prouvent que, pour mener la tangente 
au point p de la transformée, correspondant an point M de 
la section droite, il suffit de prendre, sur la droite indéfinie 
UV, la distance Mr égale à Mif, et de joindre le point r au 



(*) Pour rectifier approximativement les arcs H,M|, M|G|..., on in- 
scrit 't dans chacun d'eux, des cordes égales entre elles et assez petites 
pour qu*on puisse, sans erreur sensible, les regarder comme se con- 
fondant avec les peUts arcs qu'^Ues 8ons*teqdent. 
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point p. On peut encore déterminer le point r par la con- 
dition que la distance pr soit égale à la partie pr de la tan- 
gente à la trace horizontale du cylindre. 

105. Si Ton voulait déterminer les points de la transfor- 
mée bpa.,. pour lesquels la tangente eii perpendiculaire 
aux transformées des génératrices, il suffirait d^observer 
qu'ils correspondent aux points de la base pour lesquels , 
pareillement, la tangente est perpendiculaire aux généra- 
trices. Pour abréger, nous n'avons pas indiqué ces points 
sur notre épure. 

106. Remarque. Il n'est pas nécessaire, pour déter- 
miner le développement du cylindre, de construire iés deux 
projections de la section droite, n sufiSt, comme on a pu lê 
prévoir, d'employer le rabattement e^^ de cette courbe, 
c'est-ii'dire sa projection sur le plan vertical auxiliaire x'y'. 
On pourrait même se passer complètement de la section 
droite, et recourir à un procédé indiqué par M. Babinet. 
L'usage ayant &it prévaloir la méthode exposée d-deasus, 
et celle de Tillustre savant, tout ingénieuse qu'elle tat, ne 
nous paraissant pas préfértible à l'autre , nous nous en 
tiendrons aux explications précédentes. 



Troam : 4* rintmeetlon iTaii eône de rèvolntion «t d'an plin ferpendi* 
cokire au plaa vertical; S® la tangente en m poiat de riateneetioa ; 
î^ le rabatiemeat de eetle courbe et de ga tangeote; i® le déYcloppe- 
ment du cône; S° la transformée de l'intersection; 6^ la tangente à cette 
transformée. 

107. Projections de Vintersection. Prenons le plan hori- 

FiG. 37. zontal de projection, perpendiculaire à l'axe du cdne, et 

faisons passer le plan vertical par cet axe , perpendiculai- 
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fement au plan donné. Alors les projections de l'axe seront 
le point 8, situé sur la ligne de terre , et là perpendicu- 
laire 8$' à cette droite. En même temps, la section méri- 
dienne du cône, ou le contour apparent, relatif au plan ver- 
tical, s^A le triangle isoscèle as'c. Il est évident qu'il n'y 
aura pas de contour apparent, relatif au plan horizontal, et 
que la base du cdne sera la circonférence décrite sur «c 
comme diamètre. Pour plus de clarté dans l'épure, nous 
avons seulement tracé la partie de cette base , située en 
avant du plan vertical. Enfin, le plan sécant a^ aura sa 
trace horizontale (x/3, perpendiculaire à la ligne de terre. 

108. Ces constructions préliminaires étant effectuées, on 
observera que la projection verticale de l'intersection est le 
segment g'V de la trace verticale |Sy, compris entre les 
projections «'a, s'c des génératrices extrêmes; en sorte 
que la projection horizontale seule est inconnue. 

Pour la déterminer, on peut employer deux procédés 
principaux , qui se déduisent des deux modes suivant les- 
quels toute surface de révolution peut être engendrée (23, 

En effet, soit M un point quelconque de la courbe d'in- 
tersection, ayant m' pour projection verticale. Par ce point 
M, on peut faire passer, soit un méridien^ soit un parallèle. 
Le méridien , c'estrà-dire la génératrice reetiligne pas- 
, sant en M, a pour projection verticale s'm'd': sa projection 
horizontale s'obtient immédiatement, puisque cette généra- 
trice a sa trace horizontale sur celle du cône. Quant au pa- 
rallèle du point M, il a pour projection verticale la droite 
VV parallèle à la ligne de terre; et il se projette en vraie 
grandeur, sur le plan horizontal , suivant la circonférence 
gUé Çhaciflie des deux méthodes donne ainsi ^ très^aisé- 
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ment, la projection horizontale m d'un point quelconque M 
de l'intersection. Cette ligne se projette doue suivant une 
courbe gmi,.. qui a pour axe h ligne de terre, et pour. 
sommets les points 9, i. 

109. Remarque. Des deux procédés qui viennent d'être 
indiqués» le second» seul» est applicable à la détermination 
du point h, situé sur le méridien perpendiculaire au plan 
vertical de projection. 

110. Remarque. Afin de rendre l'épure plus régulière, 
et surtout en vue des constructions ultérieures, on divise 
la demi-circonférence abc en uïi certain nombre de parties 
égales; et l'on emploie les génératrices passant par les 
points de division. 

111. Construction de la tangente. Elle ne difière pas de 
celle qui a été expliquée ci-dessus (95), et donne mr pour 
projection horizontale de cette ligne. 

112. Rabattement de V intersection. Pour cette partie de 
répure, 4ue nous n'avons pas effectuée, nous renverrons le 
lecteur au Problème XI (99). 

113. Développement du cône. Concevons que l'on ait in- 
scrit, dans un cône, une sérié de pyramides dont les faces 
latérales diminuent indéfiniment, et qu'on ait développé les 
surfaces ainsi obtenues : la limite de ces développements 
sera ce qu'on appelle le développement de la surface co- 
nique (20). 

Dans le cas qui nous occupe, le cône est droit, à base 
circulaire ; par conséquent, son développement sera un sec- 
Fio. 38. teur circulaire ÂSAiA, dont le rayon SA sera la génératrice 
as\ et dont l'arc ABAt aura même longueur que la circon- 
férence abc (84). 

Pour obtenir cet arc, on pourrait se. contenter de portert 
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sur la circonférence à laquelle il appartient, à partir du 
point Â, et les unes à la suite des autres, des cordes égales 
à celles qui soos-tendênt les arcs dl, 12, 23... de la base 
du cône; mais il vaut mieux construire d'abord, à Taide 
d'un rapporteur, l'angle ÂSÀi (*) ; après quoi l'on partage 
Tare ABAi en autant de parties égales qu'il y en a dans la 
circonférence abc. 

En faisant passer des rayons par les points de division 
obtenus à Faide de Tune ou de l'autre de ces deux mé- 
thodes, on aura les transformées des génératrices du cône. 

. 144. Transformée de F intersection. Les distances codn 
prises entre le sommet du cône et les points où les géné- 
ratrices sont rencontrées par le plan sécant, restent invaria- 
bles, quand on développe la surface (84). Couséquemment, 
pour obtenir le transformé M du point (m, m') ,-^11 suffit 
de prendre, sur le rayon SD, la distance SM égale à celle Via. 38. 
qui sépare le point (m, m') du sommet («, s'). Or, cette Fig. 37. 
dernière distance est, évidemment, représentée par s'h'. 
En répétant la même construction , on obtient la courbe 
GMHIGi, transformée de la section coniqtie (**). 

f ) En désignant par R le rayon de la. base du cône, par l le rayon 
du secteur» et par 9 la mesure de Tangle ASA| , c*est-à-^dire Tare qui 
correspond à cet angle, dans le cercle dont le rayon est ui^, on a 

n m n 

iivR«-f .1, d*où 9»iiry. D*an autre côté, ^*^^«**^^>^^ le nombre 

R 

dedff^r/rdeParc ABA|. Donc n»360(».-r. 

Dans, notre épure, R^M»», i— 79"mb ; en sorte que fi— 909,9. L'angle 
ASAt . est donc d'environ 910*. 

(**) On peut, de la manière suivante, trouver l'équation de la courbe 
GMIGi. 

Désignons par « Tangle s^i/C que foit le plan sécant avec la gêné- 
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115. Tangente à la Iransfbrmée de la section conique. 
Les considérations employées à propos du cyliiidre sont 
applicables ici, et Ton trouve, par leur moyen, que la tan- 
gente MR est l'hypoténuse du triangle RDM, dans iecpiel 
DR=dr. 

116. Nature de la section. On peut démontrer, soit par 
des considérations purement géométriques, soit par le cal- 
cul, que la section faite par un plan P daus un cAne de ré- 

rfttrice [eu, tu') , par P Vangl» afi générateur^ du e&M, par d la distance 
/«'. Faisons, en outre, sm-^u, (um^^, SM— p , ASM— »• 

Nous aurons d*abord, en exprimant que AD— ad , kS.^^cu,^, ou, à 
oÉuse de 09— AS sin P ? 

«-^ (1). 

sinp 



Le rajon vecteur sm est la projection horizontale de SM ; donc 

tt— psînP (2). 
Bxprimons maintenant que les distances Ap, If m' sont égales. Or, 
ru (i— cos 0] ; et, dans le triangle k's^m\ 

sina smm' cos(*4-p) cos (a -4- p) 

Nous aurons donc, à cause de réquation (S) : 

p(l-C08»)sinP-(d-p)j3ig^j (8), 

d sin a 
pnis pts ■ . . 

cos (*•+- p) sin P -H sin « — cos (a 4- P) sin P cos ~^ 

Pour simplifier le dénominateur, observons que 

eos(a+P)sinP+sin a-cos(a+P)siDP+6in{A+P— P]-sin (x+P)cosP; 
et nous aurons enfin 

<isin« . . 

P— — W- 

sin(«+P) oosp^eos (a-hP) sia P cos ^-v 

Telle est réquation qui représente Ui traruformées des s§ctUm eo- 
niques. Elle peut être mise sous la forme abrégée : 

,«__E . 

^- 1 •»• cosinc* 
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▼oltttiôn, 69t une courbe du second degré» c'est-k-dire une 
ellipêe^ une hyperbole ^ ou une parabole. Hms l'exemple 
traité ci-dessus , le plan P coupait toutes les génératrices ; 
et la courbe obtenue^ située tout entière sur une seule nappe 
du cône, était une ellipse. Si, au contraire, le plan P ren« 
contre les deux nappes de la surface, ou, ce qui est la même 
chose» s'il est parallèle à deux géfuératricesy la courbe d'in- 
tersection, évidemment composée de deux branches sépa- 
rées et infinies, sera une hyperbole. Enfin, s'il arrive cpie 
le plau sécant soit parallèle h une seule génératrice, cette 
courbe, ayant une seule branche infinie, sera une parabole. 

Il est intéressant de considérer à part le second cas, 
parce qu'il donne lieu à la construction des asymptotes de 
Thyperbole. 

117. Cas oU la section est une hyperbole. Supposons, F». 39. 
comnoa précédemment, que Taxe (o, o%') du cône soit situé 
dans le plan verticakde projection, perpendiculairement au 
plan horizontal; et, pour plus de régularité dans l'épure, 
limitons les deux nappes à deux plans horizontaux ab, ë'Vj 
symétriquement placés à l'égard du sommet, ou plutôt du 
centre (o, o'). En même temps, prenons le plan P (toujours 
supposé perpendiculaire au plan vertical) de manière que 
les points (^, ^')> (f> D» ^^ ^ rencontre les génératrices ex- 
trêmes {aby aV\ (afr, el^b), soient situés, l'un sur la nappe 
inférieure du cône, et Fautre sur la nappe supérieure. 

Au moyen de ces données , et en opérant comme dans 
répare précédente , nous obtiendrons , pour projection ho- 
rizontale de l'hyperbole H suivant laquelle le plan P coupe 
le cône, l'hyperbole eg.fh. 

.118. Cmstructwn des asymptotes. Généralement, on 
appeUe asymptote à une courbe^ la Imite des poMmis itme 
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tangente dont le point de contact s'éUngne indéfimment sur 
cette courbe. D'après cette définitioû , pour qu'une courbe 
ait une asymptote, il faut « 4^ que cette courbe ait une 
branche infime; ^ que, le point de contact s* éloignant in- 
définiment sur cette branche , la tangente -s'approche ^sans 
cesse d'une posUion-limite. 

n est facile de reconnaître que la courbe dont dous ve- 
nons de construire la projection horizontale , satisfait à îa 
première condition. En effet, menons, parle centre du 
cône, un plan WV parallèle ^ût^\ ce nouveau plan cou- 
pera la surface suivant des génératrices (fco, kT), (lo, k'V) 
parallèles au plan aÇxy. Remplaçons, par la pensée, la droite 
(fco, k'V) par une autre génératrice 6, qui fasse, avec la 
première, un très-petit angle : il est clair que le point M 
oii cette dernière ligne rencontre le plan a|3y de la courbe 
H peut s'éloigner, autant que nous le voudrons , du point 
(e, e'), si l'angle dont il s'agit est rendi suffisamment petit. 
C'est ce qu'il fallait prouver. 

On voit, en même temps, que les génératrices parallèles 
au plan sécant sont les limites de celles qui rencontrent ce 
plan. Les considérations générales sur les surfaces dé- 
veloppables nous avaient déjà conduit à cette conclusion 
(n« 45). 

Remarquons maintenant que la tangente à la courbe H« 
au point M, serait l'intersection du jdan P avec le plan tan- 
gent au cône, suivant la génératrice G. Si donc cette inter- 
section s'approche indéfiniment d'une droite fixe, quand la 
génératrice G tend vers sa position-limite (ko, ft^^),, cette 
droite fixe sera l'asymptote. Or, le plan tangent suivant la 
génératrice G a pour limite le plan tangent suivant {/ro, fc'i'}; 
donc la tangente en M tend sans cesse à se confondre avec 
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la droite suivant laquelle ce dernier plan coupe le plan P ; 
donc l'arc infini projeté suivant eg a une asymptote. La 
même conclusion subsisterait pour Tare projeté en fh^ et 
pour lés dçux arcs symétriques des premiers par rapport 
au plan vertical. La courbe H est donc une hyperbole, ansi 
que l'avait indiqué la position du plan P. 

119. Le plan tangent au cône» suivant (ko, k'l% a pour 
trace horizontale la tangente kp à la base du cône : le pointp, 
où cette tangente rencontre la trace ajS du plan P, est donc 
la trace horizontale de l'asymptote. D'ailleurs, la généra- 
trice (ko y k'V) est parallèle au plan P; donc l'asymptote, 
intersection du plan P et du plan tangent , est parallèle k 
la génératrice : sa projection horizontale est donc pi, pa- 
rallèle à la projection horizontale ko de la génératrice^ 
limite. 

120. Il résulte, du Théorème général sur la projection 
d'une tangeute, que la projection pi de l'asymptote à l'hy- 
perbole H est asymptote à la projection eg de cette hyper-^ 
bole. 

121. Une construction semblable à la précédente don- 
nerait l'asymptote qi. à l'are fh. Il faut^ comme vérification, 
que les deux asymptotes se coupent au centre (i, %') de Vhy^ 
perbole H. Cette remarque donne, évidemment, un moyen 
d'obtenir les deux asymptotes , plus rapide et plus exact 
que celui que nous venons d'employer. 

122. Si le plan P, toujours perpendiculaire au plan ver- 
tical, était parallèle à la génératrice extrême (ao, ao'), au- 
quel cas la. section serait une parabole, la génératrice (ko, 
fc'o') se confondrait avec (ao, ao'). Par suite, le plan tan- 
gent suivant cette dernière droite ne couperait plus le plan 
P ; donc la parabole n*a pas d* asymptote. 
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133. Développement du dnè; tranefinfnée de fk/i/per^ 
bole. Les deux nappes du cène étant, par hypothèse, limi-* 
tée$ aux deux plans aby éV\ équidistants du centre, elles 

FiG. 40. se développeront suivant deux secteurs BABiO« A'^B'^A'^O, 
égaux entre eux , et que nous pourrons prendre dans un 
même cercle, ayant pour rayon le côté ao' du cône. Nous 
pouvons même les placer symétriquement à T égard du 
centre 0, ce qui revient à supposer que, la nappe inférieure 

FiG. 39. du cône étant ouverte suivant la génératrice (bo, b'o'), la 
nappe supérieure soit ouverte suivant le prolongement de 
cette génératrice. De cette manière, la branche inférieure 
de rhyperbole se transformera suivant GEGi ,. et la trans* 
formée de la branche supérieure se composera des deux 
ares FH, FiHi , symétriques par rapport à OB'^ et coupant 
orthogonalement les deux transformées OA'^ 0À!\ de la gé* 
nératrice (oa, oo!^). 

Ces trois courbes GEGi, FH, F^H, se construiront par 
points, absolument comme la transformée de la section et 
liptique (113). 

124. Asymptote à la tramfbrmée de Vhyperbole. Nous 
avons vu ci«dessus (116) que, pour obtenir la tangente en 
un point Mt de la transformée d'une section conique quel- 
conque, il faut construire un triangle égal au triangle formé, 
dans le plan de cette seetion, i^ par la tangente T au point 
M correspondant à M^; S"^ par la génératrice G passant en 
M t 3^ par la trace horisontale du plan tangent le long de 
cette génératrice. Dans le cas qui nous occupe, les limites 
de ces trois droites sont, respectivement, l'asymptote 

FiG. 39. (pi, |3i'), la génératrice (kOy k'o')y et la tangente pk à la 
base du cône. Gonséquemment, si après avoir construit la 

Fia. 40. transformée KO de la génératrice (iko, k'o'), nous prenons 
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la tajDgente KP au cercle égale ï kp, et que nous ioq- 
nioDs PI parallèle à KO, nous aurons Tasympiote à Tare 
E6 de la transformée. Une considération semblable don- 
nerait les asymptotes des autres arcs. 

1S5. Remarque. Les asymptote» PI, RJ des deux arcn Fig. 40. 
EGy FiHi, forment une seule et même droite. En effet, 
d'après la construction, la transformée OK de la généra- 
trice (ok^ o'k^)j et la transformée OLi du prolongement de 
cette même génératrice , sont deux segments d'une même 
droite. De plus, tes asymptotes PI, BJ sont parallèles k 
cette ligne ; etr, ainsi qu'il est aisé de le voir, elles en sont ^ 
également distantes ; donc, etc. 

On arrive à la même conclusion en supposant que Toi) 
ait pris, pour plan de développement, celui qui touche le 
cène suivant la génératrice (ofc, o'k'). 

PROBI.àBiS ZXZX. 

TfMver : I» les proiectiQDS de la seetion faite dans on eioe, par uq plia 
quçlcqo({ae; 2» le développement du cône; S"" la transformée de la see- 
tlon; i" les tangentes à la transformée de la base et à la transformée dt 
la section. 

126. Projections de la section. Soient {s, s') le sommet Fio. 41. 
du cône, (abed, a'c') la trace horizontale de cette surface, 
et a/3y le plan donné. 

jNous déterminerons, comme dans les problèmes précé- 
dents, les projections ehfjy e'h'fg' de la courbe d'inter- 
section, en construisant les points où le plan est rencontré 
par un certain nombre de génératrices du cgne. 

Soit, par exemple, la génératrice {sp^ s'p"). Le plan qui 
la projette horizontalement coupe le plan a^ suivant une 
droite dont la trace horizontale est (u, u')^ et dont un autro 
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point a s pour projection horizontale. La projection verti-» 
cale i' de ce dernier point se construit au moyen de l'hori- 
zontale (slj l'V) du plan donné. Nous obtenons ainsi Vu'm' 
pour projection verticale de la droite dont il s'agit; et» par 
suite, (m, m') est le point où la génératrice (fp^ s Y) P^^^ 

127. Remarque. Les plans auxiliaires menés par les gé-* 
nératrices se coupent tous suivant la verticale jpassant par 
le sommet du cône ; en sorte que leurs intersections avec le 
plan donné viennent toutes concourir au point (s»i'), où ce 
dernier plan est rencontré par la verticale dont il s'agit. Il 
nous a donc suffi, pour déterminer complètement chaque 
intersection , de prendre sa trace horizontale. 

Cette importante simplification est tout à fait analogue à 
celle que nous avions rencontrée dans le Problème XI (95). 

128. Développement du cùne. La construction de cette 
partie de Tépure exige que Ton connaisse les vraies lon« 
gueurs des génératrices projetées en Si, ^,, sp... Nous ob' 
tiendrons commodément ces diverses droites si nous sup- 
posons que chacune d'elles tourne autour de la verticale 
(s, ^^8% de manière à se placer parallèlement au plan ver- 
tical. 

Soit, par exemple, la génératrice (^, s'p'). Si, sur la 
parallèle svkxy^ nous prenons si: égale à «p ; si nous abais- 
sons Tcpi perpendiculaire à xy^ et que nous menions B%y 
cette dernière droite sera, évidemment, la vraie longueur 
de la génératrice. 

Gela posé, pour obtenir le développement du cône, nous 
supposerons que cette surface est ouverte suivant la géné- 
ratrice projetée en A , et nous construirons , suc(5essive- 
Fio. 42. ment, les triangles iS2, 2SP, PS4...^ égaux, respective- 
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ment , aux triangles ccHnposant les faces dé la pyramide 
que nous substituons au cône. En faisant passer un trait 
continu par les points 1, 2, P^ A, D..., nous aurons, pour 
le développement cherché, le secteur Si^P AD. ^A. En 
même temps, la courbe 12P4D...1 sera la transformée de 
la base du cône (*). 

129. Transformée de la section. Si nous prenons, sur la Fio. 42. 
transformée SP de la génératrice (sp, s Y) y ^^ longueur 
SM égale à la partie de cette génératrice comprise entre le 
sonunet du cône et le plan sécant, nous aurons un point M 
de la transformée HMFGHi. Or, les distances SP, SM sont 
proportionnelles aux projections verticales s'p% s'm'; et, 
de plus, SP==«'pi. Si donc, par le point m^ nous menons Fia. 41. 
m'mi parallèle à la ligne de terre, cette droite nim^ coupera 
s'p^ en un point pm^ qui donnera ^'nti=SM. 

130. Remarque. Il est commode de faire passer une 
courbe par les points e^g^mX. ? bien que cette ligne n'ait Fw. 41 . 
aucune signification géométrique: 

131 • Tangentes à la transformée de la hase et à la trans' 



(*) On conçoit que l'ensemble des triangles 18 9, 9SP... peut différer 
beaucoup du Téritable développement, puisque celui-ci est la limite 
des déYcloppements des pyramides inscrites au cône. D'un autre côté, 
si Ton multiplie considérablement le nombre des points de division de 
la base abef, on jette de la confusion dans l'épure. Pour éviter cet in- 
convénient, et en même temps pour obtenir une approximation satis- 
faisante, on peut opérer de la manière suivante. 

Après avoir pris SI (fig. iS) égale à s'\ (fig. 41), on décrit, du point S 
comme centre, avec s'a (fig. il) pour rayon, un arc Xa ; puis on coupe 
cet arc par un autre arc, décrit du point 1 comme centre , et dont le 
rayon xy, 'pka grund que la corde IS (tig. il), soU plw petit que Tare 
sous-tendu par cette corde. 

Quelle que soit, du reste , la construction qui donne le développe- 
ment » eUe laissera toujours à désirer sous le rapport de la rigueur. 

«• p. 5 



fmnéë de la mtùm. Après «Yoir àélermiftéi p9S k conatriM- 
iioD ordinaire « la tangente {rafi m'r') à là eourbe d'inter- 
section, au point quelconque {m, m') y proposont-noiis 
d'obtenir la tangente MR à la transformée de eeite eourbe ; 
et, pour cela, cherchons d'abord la tangente en P^ k la 
transformée de la base du cylindre. Or, si neu^ coilstruisonk 
Fifii 42f 1^ triangle SPR égal à celui dont lés eAtés seraient la gé- 
nératrice (sp^ s'p')^ la tangente jpr à la baéè, ei la droite 
{rs, r's')^ le côté PR de oe triangle toiuoberatr ed P^ la Iradft- 
fermée de la base, et«. . 



^tîfcta^Mikttfcrf 
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CHAPITRE VI. 



Surfaces réglées* 



153. Avant de discuter quelques surfaces particulières, 
engendrées par le mouvement d'une droite , nous complé- 
terons, autant que le permet h nature de cet ouvrage, la 
théorie générale des surfaces réglées, commencée dans les 
chapitres précédents. 



DBS SURFACES DÉVELOPPABLES. 



435. On a vu (là) qu'une surface déveîoppabîe est te jieu 
des tangentes à une tourbe à double courbure. Cette déâ- 
nition indique nettement la nature des sut^faces dont nous 
nous occupons, mais elle ne nous donne pas, d une manière 
complète, la loi du mouvement de la génératrice rectiligne. 
On conçoit, en effet, qu'une droite indéfinie ËF, tangente Fio. 43. 
à une courbe donnée ABC, pourrait glisser sur celle-ci, de 
manière que lé point de contact, variable sur la droite, fut 
Constant sur la courbe. Dans ce cas, il n'y aurait pas de ' 
surface engendrée. On pourrait encore attribuer à la tan- 
gente un mouvement oscillatoire', H alors le lieu qu'elte 
décrirait se composerait de petites zones superposées, etc. 
Pour que la surface déveîoppabîe existe, et pour qu*eile 
rie soit pas brusquement terminée, il faut donc que la tan- 
gente à la courbe donnée se meuve suivant une certaine 
loi, que nous allons indiquer. 
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134. Considérons d'abord, comme dans le Chapitre P' 
Fio. 44. (16), un polygone ÂBC...FG, dont trois côtés consécutifs 
quelconques ne soient pas dans un même plan. 

Prolongeons indéfiniment, et dans les deux sens^ chacun 
des côtés de cette figure ; nous obtiendrons ainsi des droites 
qui pourront être regardées comme les arêtes de deux sur- 
faces polyédrales, ou plutôt de deux nappes» appartenant à 
une même surface , et s*appuyaut sur le contour polygonal 
ABC...FG. 

Pour engendrer cette surface par le moyen d^une droite 
mobile D, imaginons que B"B' soit une position de cette 
génératrice. Pour lui faire prendre la position G^C\ nous la 
ferons tourner autour d'un axe B/3 mené par le point B, 
perpendiculairement au plan ABC ; pendant le mouvement, 
les deux segments de la génératrice engendreront les angles 
B'^BC", B'BC De même, cette droite passera de la posi- 
tion C'^C^ à la position IVD' en tournant autour d*un axe 
Cy mené par le sommet C , perpendiculairement au plan 
BCD. Et ainsi de suite. 

Nous voyons ainsi que les deux nappes de la surface 
polyédrale seront engendrées par les rotations successives 
d'une même droite, autour des axes Bj3, Cy, Dd.«« 
Fio. 44. 135. Remarques. 1® Si nous prenons, sur B"B', les seg- 
ments BCi, CiDi, DiEi..., respectivement égaux aux côtés 
BC, CD, DE... du polygone, ces segments viendront, suc- 
cessivement, coïncider avec les côtés correspondants An 
polygone directeur. 

2« Un point M, pris sur B"B', entre Ci et Di, décrit d'a- 
bord un arc de cercle MMi autour de B, puis un arc Mim 
autour de C , puis un autre arc mM, autour de D , etc. 
Ainsi, chaque point de la génératrice décrit une ligne corn- 
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posée de deux séries égares de cercles, auxquels elle est toU' 
jours normale. 

3® Les tangentes en m, aux deux arcs Mitn et mM,, 
seraient perpendiculaires à Fintersection Wh' des plans 
BGD, CDE» dans lesquels ces arcs sont respectivement 
situés ; elles né se confondent donc pas, et leur angle me- 
sure l'inclinaison de ces deux plans. Par suite , la Hgne 
décrite par un point quelconque de la génératrice D forme un 
angle au point où elle rencontre la directrice ÂBCD...FG. 

4^ Le segment MN, déterminé par deux points quelcon- 
ques M, N de la génératrice, est égal, en longueur, à la 
partie mDEn de la directrice , comprise entre les positions 
m, n des premiers points. C'est cette dernière propriété que 
nous exprimerons, d'une manière abrégée, en disant que 
la génératrice roule sur la directrice. 

136. Revenons maintenant au cas de la surface engen- 
drée par une droite EF, continuellement tangente à une 
courbe à double courbure ABC. A l'aide du principe des Fio. 45. 
limites, que nous avons appliqué plusieurs fois, nous pour- 
rons établir immédiatement les propositions suivantes : 

V Une surface développable est le lieu des positions d'une 
droite qui roule, sans glissement , sur une courbe à double 
courbure donnée, en lui demeurant tangente; 

2^ Dans ce mouvement, chaque point de la génératrice 
décrit une courbe à laquelle la génératrice est normale; en 

sorte que cette courbe est une TfUJKGTom£ orthogonale de 
toutes les génératrices; 

3® Cette trajectoire orthogonale des génératrices présente 
un rebroussement au point oU eUe coupe la directrice. 

• En effet, Tangle des tangentes en m, aux deux lignes Fig. 44. 
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Pm, Qm, a une limite nulle. C'est parce que la directrice 
est le lieu des points de rebroussemeut des courbes dén 
erites par les points de la génératrice, qu'elle est appelée 
arête de rebroussement de la supftice. 

4® La directrice donnée y ou Varête de rebroussement de 
îa surface développable , partage cette surface en deux 
nappes tangentes Vune à Vautre le long de cette arête. 

l^es tangentes mT, ms à ces deux courbes , déterminent 
les plans tangents aux deux nappes ; donc, etc. 

137. Si la surface polyédrale considérée ci-dessus est 
FiG. 44. développée sur un plan, le polygone ABG...EFG se trans- 
forme en un autre polygone dont les angles et les côtés sont, 
respectivement, égaux aux angles et aux côtés du premier 
(82). Il résulte de là que les circonférences qui passeront, 
l'une par trois sommets consécutifs du premier polygone, 
et l'autre par les trois sommets correspondants du second» 
sont égales entre elles: Or, si nous remplaçons lei| deux 
figures polygonales par les courbes qui en sont les limites^ 
les deux circonférences seront oséulairiceê à ces dcax 
courl)es. Ainsi, ï arête de rebroussement d'une surface dér 
veloppable et la trfin§ffirm^e dfi aett^ Ugne ont^ m ^Ifux 
fûiniê cerrespendantSy leur^ çer^h^ pêcuUiteur^ égaw, , 

138. Le plan du cercle osculateiir, en «n point M dé 
FiG. 46. Varête de rebroussement, est, évidemment, la liraite4u plan 

conduit suivant les deux cordes Mnii , Mm, abeutissant en 
ce point. En d'autres termes, le plan oseulateur en un point 
de Varête de rebroussement se confond avec le plan tangent, 
en ce point , à la surface développable. C'eH ee que nous 
avions annoncé précédemment (47). 

159. Les axes de rotation BjS, Cy, Dî..., que nous 



avons eMsidérés plus haut , ohI pour liniMs Us nownaks 
à VaJrèie éê rebfoussemmt ^ perpmdimUArèi 4iis plaiiê fif* 
eùlateuri ie^éetiè Rgn^ (')• Ea géaéral, té liêu Ae ceè néf- 
ttiies o$i une surfeêè gauehe. 

140. Nous devrions maintenant, pour compléter ces 
généralitjés , indiquer les différents procédés à Taide de$- 
ffuels op peut engjendrèr une surface développable. Le lec- 
teqr pourra consulter, sur ce sujets lé Trcdié de Géométrie 
descriptive de M. Leroy. 

14^, Ppur 9))r.ég,e]r, qous nous çon^nterQn§ de donner 
dsux tjiéçrèw^ç trè§-§|mple§ , à l'aide des(juel§ on pourra, 
daps I^e^çoyp à^ ç^s^ reconnaître si upe surface réglée est 
qiiuçhe. Q^es tbéprèfjies §op) fppdés sur le lemipe siiivant. 

i4â, LeHUB. Si tûutmi le^ tmgente^ d une ligne flm§ 
m9^c$wfint m un ffiém pmt , eettg ligne çst 4r§itf, 
Si i« Ugnd ^#i|5Uiér40 ^t eoiif^^ ^^e wr», «yi mpiaf» 

1)9 jptfii eoiiy3]çe, tel qu» ii(6f Cet »«, f^mri^ *?»* /'w^ Fw» *7- 
térmr du tri^ngla iTQ foroiii pfu' }4 màê AS $t par )«§ 
tiPWeotai} AT» BTi s^ra i^oti^ e» pu p^i^t M pw we 4!npî!A 
TC p/»Mte du Aomqpt T à w p^^mt; qi^lp#Rqi^« C /^ 1» 

base âB. Donc, contrairement à rbypot}iÀ$§* h i^tdum 

^Um «oiciipft pAA M T* 

143. Théorème. Toute surface réglée qui admet Mé^ é(i« 
rectriee reetiligney est gauche. 



(*) M. de Saint- Venant a proposé , pour ces droites, la dénomination 
de UnormtOei à l'arèce de rebf oussemont. 
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Admettons, pour un instant» que sur une surface déve- 
loppableS, ayant la courbe à double courbure ÂBC... pour 
arête de rebroussement, on puisse appliquer une droite MN» 
non tangente à cette courbe. Projetons toute la figure sur 
un plan P, perpendiculaire ^ MN. 

L'arête de rebroussement se projettera suivant une ligne 
abc... ayant pour tangentes les projections aa\ bb\ ce'... 
des génératrices AA', BB', CC... De plus, la droite MN 
se projettera en un point m, par lequel viendront passer les 
tangentes aa'^ bb'^ ce'... Donc, d'après le lemme précé- 
dent, abc... serait une ligne droite, et, contrairement à 
l'hypothèse, la courbe ÀBC serait plane. 

144. Par le calcul, ou par la géométrie, on démontre 
que VhyperboUnde à une nappe est une surface doublement 
réglée^ ou admettant deux systèmes de génératrices rectili- 
gnes. Le parabolcUde hyperbolique jouit de la même pro- 
priété. D'après le théorème précédent, ces deux surfaces sont 
gauches. La même conclusion s'étend aux concUdes^ c'est-à- 
dire aux surfaces engendrées par une droite qui s'appuie sur 
une droite donnée , en restant parallèle à un plan directeur 
donné. A cause de cette dernière condition , les conoîdes 
peuvent être considérés comme appartenant aux surfaces 
réglées^ à plan diretteur. Ces dernières, quand elles ne sont 
pas cylindriques, sont nécessairement gauches, comme nous 
Talions démontrer. 

145. Théorème. Toute surface réglée , à plan directeur, 
est gauche. . 

Supposons qu'une pareille surface soit développable. Si 
nous effectuons une projection sur un plan perpendiculaire 
au plan directeur, les génératrices se projetteront suivant 
des droites parallèles , tangentes à la projection de Tarête 
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de rebroussement. Or, d'après le lemnie démontré plas 
haut, il est impossible qu'une courbe plane ait toutes ses 
tangentes parallèles entre elles. Donc, etc. 

146. Remarque. Cette démonstration suppose que Ta- 
réte de rebroussement n'est pas transportée à Vinfim^ ou, 
en d'autres termes, que la surface n'est pas cylindrique, 

HÉLIÇOÎDE DÉTELOPPABLE. 

147. ï/hélicotde développable est le lieu des tangentes 
à une hélice: Il résulte, de cette définition et des propriétés 
de rhélice (n^^ 92 et suivants) , que tout plan, perpendiçur- 
laire aux génératrices du cylindre sur lequel Vhélice est 
tracée, coupe Vhéliçaide suivant une développante de la sec- 
tion faite par ce plan dans le cylindre. 

148. On a vu que, dans l'hélice , la sous^tangente est 
égale à l'abscisse curviligne (92). Gonséquemment, rhélice 
est de même longueur que sa tangente. La propriété précé< 
dente peut donc être énoncée ainsi : 

Lor^qu^une droite roule sur une hélice» de manière à en- 
gendrer un héliçoide développable, chacun de ses points dé- 
erit une développante de la section droite du cylindre sur 
lequel Vkélice est tracée. 

149. Au lieu de supposer que la tangente roule sur 
l'hélice, on peut admettre qu'elle glisse le long de celle-ci, 
mais de manière que le point de c(jntact ^ invariable sur la 
tangente, parcoure la courbe. Dans ce second mode de gé- 
nération, la tangente passera par toutes les positions qu'elle 
occupait dans le premier; et, comme elle est indéfinie, les 
deux surfaces engendrées seront identiques. Gela posé , si 
rhélice est tracée sur un cylindre de révolution, tout point 
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de la génératrice décrit une hélice dont le pas est égal à 
celui de Vhélice primitive. 

Pour démontrer cette proposition, projetons l'hélice don- 
née sur un plan perpendiculaire aux génératrices du cy- 
FiG. 48. lindre. Partageons la circonférence en un certain nombre 
de parties égales, par exemple, eu sept. Menons les cordes 
AB, BC... : il est clair que ces droites seront les projec- 
tions de cordes égales, ayant leurs extrémités sur l'hélice. 
Si nous prolongeons ces cordes des quantités Aa, Bft, Ce... 
arbitraires, mais toutes égales entre elles, les points a, &, 
e... seront les projections de- points situés sur les prolon- 
gements des côtés du polygone inscrit dans Thélice, et 
équidistants des sommets projetés en A, B, G... Enfin, 
menons les droites ab, bc... Il est bien facile de voir que 
ABC... étant, par hypothèse , un polygone régulier, il en 
sera de même pour abc... On reconnaît, en outre, que le 
polygone dontafto... est la projeetion, a ses cdtés légaux 
entre eux et également inclinés sur le plan de projection; 
si donc on développait le prisme dont abed. . . est la base, 
le polygone dont il s'agit aurait une transformée reeîillgne. 
Cette conclusion est indépendante du nombre des divisions 
Aê la cireoQférence ABC ... ; dene, etc. 

150. Remarque. Si le polygone ABG... n'estpas, à la 
fois, équiAngle et équilatfiral, e'est-àrdire si f hélice direêlrice 
fifesîpas troêée sur un cylindre de révolutiony le théorème 
ne subsistera plus, et chacun des points de la généraîrisê 
défrira une courbe qui ne sera pas une hélice. Cette propo- 
sition, comme l^ lecteur pourra s'en assurer, résulte de la 
éémoastration précédente. 

151 . Après ee rapide examen de la surfoee qui nous oe- 
êii]^, «e«s pourrions faire veir cèaunent eapeutla eett- 
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strufre en relief y et comment on peut effectuer son déve- 
loppement. Pour éviter uu double emploi, nous traiterons 
ces deux questions dans le chapitre suivant. 

HÉLIÇOÏBE GAUCHE. 

152. On donne, en général, ce nom à toute surface 
gauche à directrice hélicoïdale. Mais on peut considérer 
plus particulièrement, à cause de leurs applications, les 
quatre hélîçoïdes gaucl^e^ suivants : 

!• Prenons, pour directrices , une hélice tracée sur un 
cylindre de révolution, et Taxe de ce cylindre. 6i une droite 
mobile s'appuie sur ces deux lignes , en faisant avec l'axe 
on angle constant, la surface qu'elle engendrera sera TM- 
liçdide de la vis à filet triangulaire. 

99 Conservons les mêmes directrices, et supposons que 
la droite mobile coupe l'axe à angle droit, ou, ce qui est 
équivalent, qu'elle reste parallèle à un plan directeur ^ per- 
pendiculaire à cet àxe. La surface engendrée sera ce qu'on 
appelle héRç&ide à plan directeur, ou héliçcide de la vis à 
filet carré. 

B^ Prenons encore pour directrice une hélice tracée sur 
un cylindre de révolution, et supposons qu'une droite mo- 
bile s'appuie sur cette hélice, en touchant la surface du cy- 
lindre, et en faisant avec l'axe un angle constaut, différent 
de celui que fait, avec cet axe, la tangente à Théliee. Le 
mouvement de la génératrice sera complètement déterminé. 
De pltis , la surface n'aura aucun point dans V intérieur du 
cylindre. On pourra donc la désigner sous le nom d'MIi- 
çcUde à noyau plein. 

A^ En admettant toujours que la génératrice rectiligne 
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repeoDtre Thélice en demeurant tangente au cylindre sur le- 
quel cette courbe est tracée, supposons, comme cas parti- 
culier, que la génératrice fasse un angle droit avec l'axe; 
alors la surface engendrée sera un héUçcide à noyau plein^ 
et à plan directeur. 

D'après les deux Théorèmes généraux démontrés ci-des- 
sus (143 et 145), les deux premiers hélicoïdes, et le qua- 
trième, sont des surfaces gauches. 

153. Une considération très-simple permet de recon- 
naître que Yhéliç(Me à noyau plein appartient, pareillement, 
il cette catégorie. Projetons Thélice et les génératrices sur 
un plan P, perpendiculaire à l'axe du cylindre. Nous ob- 
tiendrons, pour projection de la courbe, la circonférence G 
suivant laquelle le plan P coupe le cylindre, et, pour projec- 
tions des génératrices , les tangentes à cette circonférence. 
Si la surface réglée dont il s'agit avait une >aréte de rebrous- 
sèment , la projection de cette lipe serait Tenveloppe de 
toutes nos tangentes, c'est-à-dire la circonférence G. Par 
suite , les points de contact des génératrices avec l'arête de 
rebroussement se confondraient avec les points où les géné- 
ratrices rencontrent Thélice. En d'autres termes, si la surface 
était développable , son arête de rebroussement serait pré- 
cisément l'hélice directrice. Cette conclusion est contraire à 
l'hypothèse;, donc Vhéliçoide à noyau plein est une surface 
gauche.. 

154. En général, ^ une droite se meut en coupant une 
courbe donnée^ de manière que la pr<qection de la généra- 
trice, faite sur un certain plan, soit toujours tangente à 
la projection de la directrice; la surface engendrée sera 
gauche. 
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HTPERBOLObE DE RÉVOLUTION. 

155. Supposons, comme dans le Problème YII , qu'une Fig. 49. 
droite AB tourne autour d'un axe fixe OZ , non situé dans 
un même plan avec elle. Nous avons dit que la surface 
gauche de révolution ainsi engendrée est identique avec Vhy- 
perboUnde de révolution à une nappe , c'est-à-dire avec la 
surface qui serait décrite par une demi-hyperbole , tour- 
nant autour de son axe non transver$e. 

Pour démontrer cette identité, menons la commune per- 
pendiculaire OC aux droites AB, OZ. Quand la génératrice 
AB tournera autour de OZ, le point G décrira un parallèle 
plus petite évidemment, que les parallèles décrits par les 
autres points de AB. Pour cette raison , le cercle OGD est 
appelé cercle de gorge de la surface. 

Soit ensuite ZOX un plan méridien quelconque , et soit 
M le point où il est rencontré par la génératrice. Si nous 
abaissons MP perpendiculaire sur OX, et que nous menions 
GP, cette dernière drpite sera tangente en G au cercle de 
gorge : en effet, la droite AB étant perpendiculaire à OC, sa 
projection GP est pareillement perpendiculaire à OG. Ainsi, 
les pr(^eetions des génératrices^ sur le plan du cercle de 
gorge f sont tangentes à ce cercle. 

Ces préliminaires étant entendus, faisons 

OG=d, MGP=«, OP=x, MP=«. 

Le triangle MPG, rectangle en P, donne »=GP tg «. D'ail- 
leurs, GP=|/jj*— d*; donc l'équation du lieu des points 
M, ou de la section méridienne, est 

a;*— «*tgV=— d'tg'a (1). 

Cette équation représente une hyperbole dont le centre 
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se confond avec celui du cercle de gorge, dont les sommets 
réels sont les extrémités b, E d'Uû dlataôtre de ce cercle, 
et dont OZ est l'axe imaginaire. 

156« L'équation (1). ne change pas quand œ change de 
signe. Gonséquemment , si Ton imagine u^e droite A^', 
sjrmétrique de AB relativement au plan du cercle de gorge, 
^ cette seconde génératrice A'B% tournant autour de OZ, 
reproduira la surface engendrée par AB. Autrement dit, 
rhyperboloide de révolution^ à une nappe ^ admet deux sy- 
stèmes de génératrices rectilignesi A chaque génératrice du 
premier Systems ^ il en correspond une du second^ symé" 
trique de la première par rapport au plan du cercle de 
gorge. 

151. L'hyperboloïde pouvant être engendré, indifférem- 
ment, par la droite AB ou par la droite A'B', il est clair 
que : par tout point pris sur la surface, passent deux géné- 
ratrices ^ tune appartenant au premier système^ et Vautre 
appartenant au seconde 

158. Deux génératrices quelconques ^ stppartenant à un 
même système^ ne sont jamais dans un même plan. 

FiG. 50. Soient AB) A'B' deux positions quelconques d'une même 
.génératrice. En général, les tangentes Ct, GT, suivant les- 
quelles se projettent ces deux droites, se couperont en un 
point T. Si donc AB pouvait rencontrer A'B', ce ne pour- 
rait être qu'en uu point de la droite MTM', menée par le 
point T, perpendiculairement au plan du cercle de gorge. 
Or, à Pinfepfectîort de là figure, on voit que cette jierpendi- 
M^iie t^tmecimrë AB aurdessus de ce plâD, et qu'elle ren- 
contre A'B' au-dessous de ce mfime plan. Lcfs dettx f^al- 
ratrices sont donc dans des plans différents. 

159. Bemarque. Ci les deux droites AB^ A'B^ avaient 
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leurs projections paraUàks, ces géa^ratriee» seraient mÊtk' 
parallèles. 

160. Chacune des génératrUes apparteruint à fun des 
deux systèmes t rencontre tmtes les généralrkeè ofpartê' 
nant à l'autre système* 

Soit ÂB une génératriee cpieleonque dm premier sjstèaiei Fig. 50. 
je dis qu'elle rencontre la génératrice EF» prise arbitraire 
n^ent dans le second système. 

Soient GT, G'T les tangentes au cercle de gorge, suivatit 
lesquelles se projettent ces, deux droites^ Par le peint T, 
élevons une perpendiculaire TR au plan de ce eercle i il 
s'agit de démontrer qu'elle rencontrera^ en un même pctfnt, 
les deux génératrices. Or^ les deux triangles rectadglea 
formés par cette perpendiculaire, par les deux génératricel, 
et par leurs deux projections GT, G'T, sent égaux; ear tes 
angles aigus G, Q' sont égaux par hypothèse , et les tan- 
gentes GT, G'T^ issues d'un même point T, sent égales 
entre elles. Les points où la perpendiculaire TR renconirt 
AB, EF sont donc confondus en un seul. C'est c6 qu'il fal- 
lait démontrer^ 

161. Remarque. Si les deux droites AB^ EF avaient 
leurs projections parallèles, ces deux génératrices seraient 
parallèles; elles ne se couperaient donc pas; mois elles $0^ 
raient encore dans un même plan. 

162. On reconnaît, sans difficulté, que le mouvimeili 
d'une génératrice reotiligne est complètement déterminai, 
lorsque cette droite est assujettie à s'appuyer sur troi^ djh 
rectrices données. Conséquemment, si nous prenons , sur 
ÎTiyperboloîde de révolution , trois droites À , A', A" d'un 
lûâmé ^stème , et si nous faisons mouvoir un6 droite 6, 
dé manière qii^eîle rencontre constamment ces trois direc- 
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trices, nous engendrerons une surface qui lie différera pas 
de rhyperboloïde. En effet, la génératrice 6, dans ses di* 
verses positions, coïncidera avec les droites B, B',B", B"'... 
du second système , attendu que chacune de celles-ci ren- 
contre Â, A^ Â'^ Ainsi, Vhyperboloîde de révolution, à 
une nappe, peut être engendré par une droite mobile, as- 
sujettie à s'appuyer sur trois droites fixes (*)• 

1Ç3. La construction du plan tangent à Thyperboloîde 
de révolution, a fait voir que cette surface est gauche (69). 
Les théorèmes des n^^ 14S et 154 conduisent à la ûéme 
conclusion. 

164. On a vu plus haut (157) que, par tout point de la 
surface, passent deux génératrices. Gonséquemment (54), 
1^ le plan tangent en un point de VhyperbolcUde de révo^ 
lutionj est déterminé par les deux génératrices passant en 
ce point; 2^ qvmid le point de contact se déplace sur une 
génératrice , le plan tangent tourne autour de celle-ci. Ce 
dernier résultat était déjà connu (44 et 69).j 

165. Reportons-nous à la figure 49, et menons, par le 
centre de l'hyperboloïde, une parallèle OH à la généra-^ 
trice A6. La droite OH, en tournant autour de Taxe OZ, 
engendrera un cône de révolution identique avec celui que 
décrirait Tasymptote de Thyperbole méridienne HDM^ En 
effet, pour obtenir la section méridienne du premier cône, 
il suffit de supposer, dans Téquation (1), i=o. On obtient 
ainst 7? — x*tg*a=o; c'est-à-dire l'équation même des 
deux asymptotes. 



(*) Il faut, bien entendu, qiie les trois directrices satisfassent à cer* 
taines conditions, sans quoi la surface engendrée poorrait ii*ètre pas 
un byperboloide de révolution. 
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166. La droite OH ayant été prise parallèle à ÂB, il est 
chîr que chacune des génératrices du cône est parallèle à 
deux généfQtrices de ï hyperbolcUde ; et réciproquement. 

De plus, d'après la remarque précédente , la surface de 
Fhyperboloide s'approche indéfiniment de celle du cône^ 
sans jamais H atteindre. Pour cette raison, la dernière sur^ 
face est dite cône asymptotique de V hyper bololde. 

167. 1® Les sections faites par Un même plan ^ dans un 
hyperbolaide gauche de révolution et dans le cône asympto- 
tique^ sont deux courbes semblables et semblablenient pla- 
cées; 2^ si ces sections sont des ellipses ou des hyperboles , 
elles sont concentriques. 

Nous admettrons ces deux théorèmes, que Ton peut dé- 
montrer» soit par le calcul, soit géométriquement. 



«•p. 
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CHAPITRE VII. 

Section* planes des sarfocea réclée0« 



168. Dans le chapitre suivant nous considérerons les 
cas principaux de la section plane d'un hyperboloïde de 
révolution. Dans celui-ci, nous choisirons, comme exem- 
ples, les sections faites dans Théliçoïde développable ou 
dans Théliçoïde de la vis à filet triangulaire, par des plans 
tangents à ces surfaces. 

pAàmiAmn zxv. 

1^ Représenter graphiquement Tliéliçoîde développable; i*^ construire un 
plan tangent à celte surface; o° déterminer la section faite par ce plan; 
4^ développer rhéliçoïde; 5^ construire la transformée de la section. 

FiG. 51. 169. Représentation graphique de rhéliçaide. Nous sup- 
poserons la surface terminée à deux plans horizontaux xy, 
x'y'y perpendiculaires à Taxe (o, o'z') du cylindre sur lequel 
est tracée Thélice directrice. La distance de ces deux plans 
sera, pour plus de simplicité, égale au pas de cette hélice. 
De plus, nous limiterons la courbe à ces deux plans; de 
sorte qu'elle se composera d'une seule spire ^ et que la sur- 
face sera terminée, brusquement, par les tangentes aux ex- 
trémités de cet arc hélicoïdal. 

Gela posé, si aùQ! est la trace horizontale du cylindre, 
et que a soit Y origine de l'hélice , la trace horizontale de 
rhéliçoïde sera la développante abcd,».qr du cercle o (93). 
Pour construire cette développante , on divise la circoB- 



UtWW ^Q m wim nombre de partie» égalée » à partir 
de rorigine a; on mène des tangentes aux points de divi- 
sion ; puis on porte sur ces droites, à partir des points de 
contact, les longueurs ^b^yo, dd, ...ar, respectivement 
égales aux arcs a/3, ay, ad, ...aOa, rectifiés. Les points bf 
t^ d, ...r^ ainsi déterminés, appartiennent à la dévelop- 
pante (*). 

170. DansThélice, la sous<-tangente est égale à l'ab-^ 
scisse curviligne (92). Par conséquent, la tangente au point 
(a, a'ft), extrémité de la spire, sera projetée suivant la droite 
avy égale à la circonférence o rectifiée* Par conséquent aussi, 
pour obtenir les projections horizontales des points où le^ 
diverses génératrices percent le plan supérieur x'y\ il nûu^ 
suffira de porter la longueur er sur les projections de ces 
génératrices, à partir des points a, b^ c, d. . . Nous obtiendrons 
ainsi de nouveaux points a^^ &«, e,.,., lesquels, évidemment, 
appartiennent à une seconde développante ai&iCi...9ia du 
cercle o. Les traces de Théliçoide, sur les deux plans hori- 
iMintaux qui le limitent, sont donc une développante de la 
base inférieure du cylindre, et une développante de sa base 



"»*W»*^— «"^ 



(*) Pour détenniiMr rigofineiiseiDent las points b,o, d..., on pvend la 
UDfénle ar égale ^\x\ -— - diidianièire «• ; on divise cetie droite en au- 
tant de parties égaies qu'il y a de divisions dans la circoniérence; puis 
nn prend, sur les tangentes, p6*"al, «^i«-aS, ^(I««a3, etc. 

Ajoulons que, pour avoir les points de divisions ^, 7, ^...,6t i^s tan- 
gentes en ces points, on décrit, du point o comme centre, une circon- 
férence beaucoup plus grande que a^6X; on partage celte grande cir- 
«onféri^nce en pariiiss égales; on mène les rayons aux points de divU 
sion, elc* 

£n général, quand on construit une épure, on doit, 'par toutes sortes 
dtprocédés^ recliercher Texactitude dans la détermination des droites 
et des points. 
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supérieure; ces deux courbes étant, d'ailleurs, dirigées 
eu sens contraires. 

171. Si Thélice donnée, au lieu d*étre terminée aux deux 
plans x'y\ xy, était prolongée au-dessous de xy, les tan- 
gentes à la spire qui suivrait celle que nous conservons, 
viendraient percer le plan horizontal xy en des points si- 
tués sur la développante a,9iPi...6|ai. En effet, la nouvelle 
spire serait, à l'égard du plan xy, ce que la première est 
par rapport au plan x'y^. 

De même, si celle-ci était continuée au-dessus de ce der- 
nier plan, les tangentes à la nouvelle spire détermineraient, 
par leurs intersections avec x^y\ une développante pro- 
jetée,en vraie grandeur, suivant abc.qr. 

Si donc rhéliçoide, au lieu d'être limité comme nous 
l'avons supposé, était indéfini, ses traces sur chacun des 
deux plans horizontaux xy^ x'y'f ^^ composeraient du 
système de deux développantes telles que abc. . , qr et 
aqiPi,.Mi. 

172. Nous pouvons remarquer maintenant qu'une hélice 
tracée sur un cylindre de révolution est partout identique 
avec elle-même {*). La conclusion à laquelle nous venons 
de parvenir, relativement aux sections faites dans rhéli- 
çoide par les plans horizontaux xy^ x'y\ subsistera donc 
pour tout plan horizontal. Ainsi, 1^ la section faite dans 
rhéliçoide développable , par un plan quelconque^ perpen- 
diculaire à Vaxe du cylindre sur lequel Vhélice directrice 
est tracée , se compose de deux développantes de la section 
circulaire faite dans le cylindre par ce même plan; 2^ f o- 
rigiîie commune des deux développantes est située sur Vhé- 

j 

" * ' ■II. I , , I I I ■ I I ■! Il 1—»—— 

( *) Cette propriété appartient aussi à la ligne droite. 
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Ike; 3^ cette origine est, par rapport au système des deux 
développantes , un point de rebroussenient (*). 

173. Il est maintenant bien facile de se représenter la 
forme de rbéliçoïde développable. 

Supposons, eu effet, que la courbe aibi.,.qabi..,qr, 
toujours située dans un plan perpendiculaire à l'axe du cy- 
lindre, tourne autour de cet axe, de manière que le point 
de rebroussement a parcoure Thélice directrice. D'après les 
considérations précédentes, la surface ainsi engendrée sera 
un héliçoîde développable. Cette surface est composée de 

deux nappes , respectivement engendrées par les deux dé- 

« 

veloppantes : en se réunissant, elles forment une sorte de 
lame tranchante, ayant pour arête l'hélice directrice. Cette 
dernière courbe, étant le lieu décrit par le point de rebrous- 
sement de la génératrice, est donc une arête de rebrousse- 
ment (136). 

174. Nous pouvons ajouter, pour rendre encore plus évi- 
dente la forme de rbéliçoïde développable, que, d'après le 
dernier mode de génération, ce corps est une véritable vt^, 
ayant, pour section perpendiculaire à Taxe, le système des 
deux développantes aiti...9ia6...r(**). 

175. Revenons à la représentation graphique de rbéli- 
çoïde. Les points de la trace inférieure se projetteront en 
r\ b%c'....q^ sur la ligue de terre. De même, les points 



(*) On sait que la développante cotipe, orthogoncdementf les tangentes à 
la développée. Donc les tangentes en a, a^x deux développantes, sont 
confondues suivant le prolongement du rayon oa; c^est-à-dire que, par 
rapport au système de ces deux courbes , a est un point de rebrous- 
sement. 

(**} Le fUetdela vis serait la section faite par un plan o6Çi passant par 
Taxe. 
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appartenant à la trace supérieure de rhéllçoïde auront pouf 
projections verticales les points a\, b\, c'u •.•?\, situés sur 
x'y\ Par conséquent, en menant des droites par les points 
correspondants r' et a\, h' et J'i, ...q' et q\ , nous obtien- 
drons les projections verticales des génératrices. Quant 
aux projections verticales (3', y', à'.,, des points où ces 
génératrices touchent Thélice, elles seront données par les 
projections horizontales /3, y, i,,. des mêmes points. La 
sinusoïde r'^'y'i\..a\ sera la projection verticale de cette 
hélice (*). 

176. Afin d'abréger, nous n'expliquerons pas ce qui est 
relatif aux parties visibles ou invisibles. Avec un peu d'at- 
tention, le lecteur qui aura noire épure sous les yeux com-' 
prendra pourquoi certaines lignes ou parties de lignes sont 
en plein^ tandis que le reste est en ponctué. 

177. Pour construire le mpdèîe en relief, on pourra 
prendre deux feuilles de carton, assujetties par des mon- 
tants verticaux, de manière h tenir lieu, approximativement, 
des plans horizontaux xy, x'y'. Après avoir évidé ces deux 
feuilles, suivant deux cercles égaux à adOl, et ayant un 
axe commun (o, o'o\), on tracera, sur le carton inférieur, 

(*) Rapportons rbélice aux trois axes ol,o8, (o, o'v'). Désignons par 

R le rayon du cylindre, et par s Tare a^e, répondant à un point que!- 

conque (e, s'), dont les coordonnées sont x, y^ z. Nous aurons 

s s 

a? — — Rcos— , îz-^Rsin -. 
n K 

Mais - «• — — tg d\d'l' m, ^-^ h étant le pas de rbélice. Remplaçant 

-- par 9iT r; , nous obtiendrons, pour les équations de la courbe \ 
R h 

a;— — Rcos2w7, V — Rsiu2ff-. 
h h 

Chacune des projections de ThéUce est donc une variété ^e la sinusoïde. 
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a développante abc.r^ et, sur le second carton , l'autre 
développante, en ayant soin de placer dans une même ver- 
tieale les origines de ces deux courbes. Réunissant en- 
suite, par des fils tendus, les points correspondants, on 
aura une représentation assez fidèle de Théliçoïde dévelop- 
pable, surtout si les points a, b^ ç..., r sont suffisamment 
rapprochés. Âjoutons'que, s*il en est ainsi, les génératriceé 
représentées par les fils n'étant plus des droites mathé- 
matiques, elles pourront se couper deux à deux, et qu'a- 
lors Tarète de rebroussement résultera des intersections 
successives de ces droites. 

178. Plan tangent suivant une génératrice. Proposons- 
nous de construire le plan tangent à Théliçoïde, le longFi®. 51 
de la génératrice (//,, Vl\). Ce plan doit avoir, pour trace 
horizontale, la tangente en (/, l') à la développante ûbc.r, 
puisque cette courbe est la trace horizontale de la surface. 

Or, cette tangente est perpendiculaire à 11^ (172, note); 
donc le plan tangent est déterminé. 

Si, comme nous l'avons supposé sur Tépure, la généra- 
trice de contact est parallèle au plan vertical, le plan tan- 
gent IVI\ sera perpendiculaire à ce dernier plan, et il aura 
pour trace verticale la projection Vl\ de la génératrice. 

179. Section faite dans rhéliçoide par le plan tangent. 
Pour avoir des points de cette courbe, il suffit de chercher 
ceux où le plan Wl\ est rencontré par les génératrices pro- 
jetées suivant aui, bb^y cci... Les projections verticales de 
ces points sont, évidemment, situées sur Vl\; en sorte que 
l'on obtiendra^ sans aucune difficulté, leurs projections ho- 
rizontales flj, b^. Ci... (*), lesquelles donneront la courbe 
fl86,C2...X...rj, projection horizontale de la section. 

■ ■ ' »■. - ■ / ■ ■■ ■ - ■ V — ■■ ■ ■ 

(*) Observons, cependant, que le procédé général ne s*appUquerait 
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180. Il ne serait ni difficile ni intéressant de construire, 
soit le rabattement de la section, soit la tangente à cette 
ligne. Relativement au point (X, y), la méthode générale 
serait en défaut, car le plan tangent à la surface en ce point 
se confond avec le plan de la courbe. Mais nous savons 
que celle-ci touche, au point dont il s'agit, Tarête de re- 
broussement (45) (*). 



pas aux points a^, S%,t^j situés sur les droites aa^, gg^^ ar, perpen- 
diculaires à la ligne de (erre. Mais il est facile de voir que la projection 
verticale g'^ partage g'g\ en deux segments g'^g^t ff'9\* proportionnels 
à gg^^ g^gi. On pourra donc construire rigoureusement le point g%» De 
même pour a, et r^, 

(*} Tous les résultats auxquels nous venons de parvenir peuvent être 
véritiés par le calcul. 
Soient, comme ci-dessus, les équations de Thélice : 

03— — Rcosairj, y—Rsin2ir-. 
ri h 

La tangente en un point de cette courbe sera représentée par 

a; -+-R cos air i — — r— (s— 7) sin Sir i , 
h h h 

y — RsinÎTr^ — -^(s— -Yjcosaffï; 

I étant Tordonnée du point de contact. 

Pour simplifier, posons âfF""^ ' ce rapport sera égal à la tangente 

trigonométriqiie de Tangle que fait, avec le plan horizontal, la tan- 
gente à rhélice. Nous aurons ainéi, au Ueu des équations précédentes : 

a?-f-Rcos^ — — («— 'Y)sin-1-, (1) 

Rm m * Km 

y — R sin 5^ - - («—7) cos JL. (a) 

Rw» m^ »' Rm ^ ' 

II ne reste plus, pour avoir Téquation de Théliçolde, qu*à éUminer^ 
entre les relations (1} et (8). Elles donnent , par des combinaisons 
simples, 

ajcosj ysin^l-^R-o, (3) ayi-t-yi-Ri-ZiTl) . (*) 

Rm '^ Rm • " \ m / 
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181. Développemetit de VhétiçiMe. Du Théorème dé- 
montré dans le n^ 137, et de la remarque faite ci-dessus 
(172), on conclut que, dans le développement de l'héliçoîde, 
rhélice directrice se transforme eo une circonférence égale 
à celle de son cercle osculateur. Cherchons donc, d'abord, 
le rayon 4e ce cercle. 

Pour cela, soient, sur une hélice , trois points M, P, N, he. 52. 
équidistants, P étant le point moyen. Faisons passer le plan 
horizontal de projection par le point M , et choisissons le 
plan vertical, perpendiculaire à celui qui passerait par le 
point P et par Taxe du cylindre. Les cordes PM, PN seront 



Alors, si l'on prend, dans Téquation (4), la valeur de «y, pour la substi- 
tuer dans réquatioD (3), on obtient 



a;cos 



|JL=pi|/^q:;iI5îJ-ysin[^=pi^ (5) 

TeUe est Téquatiou de Théliçoide développable. On la simplifierait 
beaucoup en remplaçant x eiy par des coordonnées polaires. 
En faisant x— o, on trouve 

X cos - |/a;*4-2/*-R«±: y sin -jAa;«-f-y*— R«+ R- o . (6) 

R 11 

« 

équation qui représente les deux développantes situées dans le plan 
horizontal. 

L'ordonnée verticale du point (x, X') est -h; donc, par ce qui précède, 

4 

3 
r^quation du plan langent en ce point est ;;(— - A-*— mx, ou 



,-«(|.R-4 



En substituant cette valeur dans Téquation (5), on obtient, après quel- 
ques réductions, 

— a;sin — —-^ — > hycos — ~-^ hR— o. (7) 

R R 

Celte équation, qui est vérifiée par y— R , représente donc la droite 
Ut et la courbe ajb^,»,x,,.r^. 
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projetées , horizontalement , suivant deux cordes égales de 
la section droites, et, verticalement, suivant une seule 
droite mY^'* 

Cela posé, si l'on considère la circonférence passant par 
H, N, P, on voit qu'elle aura m'n'p' pour projection verti- 
cale, et que son diamètre projeté en p' sera l'hypoténuse 
d'un triangle ayant PN pour côté de l'angle droit, et ip 
pour segment adjacent. Si donc D est ce diamètre, on aura 

D=^. D'ailleurs, le triangle rectangle pnc donne, sem- 

blablement, cp=^. Divisant membre k membre, cl re* 

p» 

présentant par |3 l'angle de PN avec le plan horizontal, on 
obtient 

D 1 



9 a cos*P' 

Le^rsque le point N s'approche indéfiniment de P, |3 tend 
à devenir égal à l'angle a que-feit, avec le plan horizontal, 
la tangente à l'hélice. En même temps, le diamètre D dif- 
fère, de moins en moins, du diamètre Sp du cercle oscu- 
lateur o ; la formule cherchée est donc 



r COS« Jt* 

182. Pour construire cette valeur, prenons, sur la ligne 

FiG. 51. de terre, l's=ao=^; élevons st perpendiculaire à xy; 

puis, par le point U menons tu perpendiculaire à VI : Vu 

sera égale au rayon p. En effet, l'angle d'Vl\ est égal à 

a; donc W=-^eil'u ^ 



cos a cos* tt' 

183. Avec le rayon p, égal à 1% décrivons une circon- 
férence AO (fig. 53), sur laquelle nous prendrons, à partir 
du point A, un arc A^i^iXiAo égal, en longueur, à la géoé- 
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ratrke d'd\ (*) : cet arc sera, dans le développement de 
la surface , la transformée de rhélice directrice. En le di<- 
visant en autant de parties égales que l'indique le nombre 
des divisions de la circonférence ao, et en menant des tan-* 
gentes par les points de division |3i, y,, dfM nous aurons 
les transformées des génératrices de Théliçoïde. 

Pour obtenir la transformée de la développante ai{'i...9ia 
située sur le plan supérieur x'y'y prenons, sur la tangente 
en A, la distance ÂAi égale à ti^d\; divisons AAi, comme 
l'arc AAo, en douze parties égales; puis entin, sur les tan- 
gentes en j3i, yt, df.., prenons les distances jSiBi, yfii, 
(^iD,.^., respectivement égales à lAi, 2Ai, 3Ai... La 
développante A1B1G1...Q1A0 du cercle sera la trans- 
formée cherchée. En même temps, la portion de plan 
AAiBi...QiAoXi7ri...j3iA sera le développement de la nappe 
supérieure de rhéliçoïde. - 

184. Si, à partir des points Bi..., Qi, Ao, on porte, sur 
les tangentes, les distances BjB, ChG,,., QiQ, A^R, la dé- 
veloppante passant par A, B, G..., Q, R, sera, semblable- 
ment, la transformée de la trace horizontale abc.qr; etc. 

185. Transformée de la section. Nous avons obtenu, pour 



(*) On aura cet arc avec une grande approximation , si Ton calcule 
Pangle qui lui correspond. Or, 9 élant la mesure de cet angle (voyez la 

noie deja page 57), on a p^ç—d'di, ou p.(p— 27rR.— -. A cause de 

p=:- ^_g *, celle équation se réduit à ^— îir.cos a; d'où, en représen* 

tant par n le nombre de degrés de l'angle cherché, n=-360o.co9 a. Le 

cosinus de Tanglc - est égal à -—r ; donc n-=360û. ~~. 

ad I ad | 

Dans notre épure, <ld,«-88»", tfd',— 105»"»; en sorte que l'angle 

AOA, égale, à fort pea près, 30ft«. . 
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projection horizontale de la courbe d'intersection de Théli- 
Fi6. 51. çoîde par son plan tangent fin, la ligne aA...X...rt. Si 
nous considérons les portions de génératrices projetées 
suivant aïO,, frjfr,...» il est clair qu'elles sont proportion- 
nelles à ces projections, attendu que les génératrices sont 
également inclinées sur le plan horizontal. Par suite, nous 
FiG. 53. déterminerons les vraies longueurs A,À,, BiB„ CiC,..,. de 
ces portions de génératrices, en cherchant les hypoténuses 
d'une série de triangles rectangles ayant un angle égal à 
l'il'x^ et dans lesquels les côtés adjacents à cet angle se- 
raient égaux, respectivement, à Oia,, frit^,... Nous avons, 
dans répure, supprimé cette construction auxiliaire, laquelle 
donne A,B,...Xi...R«pour la transformée cherchée. 

V&OBI.ÉM8 ZV. 

1*^ Représenter graphiquement rhéliçoîde de la m à filet triangulaire ; 
i^ eonslrnire le plan langent à cette snrfaee, en on point; 3** déter- 
miner la section faite par ce plan. 

186. Représentation graphique de théHçcide. Après avoir 
Fio. 54. divisé en parties égales la circonférence oo, projection ho- 
rizontale de l'hélice directrice, partageons, dans le même 
nombre de parties égales, le pas oV de cette courbe; puis, 
par les points de division, menons des parallèles à la ligne 
de terre xy, et arrétons-les aux perpendiculaires à cette 
ligne, menées par les points de division /3, 7, i...: nous 
obtiendrons ainsi la sinusoïde {*) a'^'y'd'...a\ projection 
verticale de Thélice. 



(*) On a déjà vu qae a'P'y^...a' n'est pas une sinusoïde proprement 
dite, mais seulement une variété de cette courl)e. 
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Cela posé, la génératrice rectiligne de rhéliçoide, assu- 
jettie à s'appuyer sur l'hélice dont nous venons de construire 
les projections, doit couper, sous un angle constant, Taxe 
(o, o'&') du cylindre ao (152). D'après cette condition, on 
se représentera très-exactement la surface, si Ton imagine 
une équerre BAC , dont le côté BA de l'angle droit coïncide 
avec Taxe, et dont l'autre côté AG de Tangle droit, égal au 
rayon du cylindre , tourne autour de cet axe , de manière 
que le sommet G parcoure l'hélice. Dans ce mouvement, 
l'hypoténuse BG de l'équerre engendrera la portion de sur- 
face hélicoïdale comprise entre les deux directrices; et, si 
cette hypoténuse est indéfiniment prolongée , elle engen- 
drera tout l'héliçoïde. 

187. La même considération démontre que deux points 
quekanques^ pris sur l'hypoténuse de l'équerre, c'est-à-dire 
sur la génératrice^ s'élèvent^ à la fois^ de quantités égales. 
En particulier, la différence de niveau entre les points B, G 
est constante. Enfin j comnaeies arcs parcourus, dans le même 
temps, par les projections horizontales de deux points quel- 
conques de la génératrice, sont, évidemment, semblables, 
ces deux points décrivent , dans l'espace , deux hélices de 
même pas. En d'autres termes, quand la génératrice rectu 
ligne engendre théliçoide^ tout point de cette droite décrit 
une hélice dont le pas est égal à celui de Viiélice donnée (*). 

188. Pour construire les projections verticales des gé- 
nératrices passant par les points de division choisis sur 
l'hélice, nous devrons porter sur oV^ à partir des points Fio. 54. 

(*) Si la démonstration de cette dernière proposition ne paraissait pas 
suffisamment claire, on la compléterait à Paide du lemme suivant : une 
courbe est une héUce siyàdes accroissements égaux de ràbscisse cunriUgne, 
correspondent des accroissemefOs éga»U6 40 l'ordonnée. 
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de division de cette droite , une longueur constante , égale 
au cAté BA de Téquerre, et joindre ensuite les points Oi, 
bu Ci.,.^ ft ainsi obtenus, avec les points cc\ /3^ 7'..., «'• 

189. La trace horizontale de Théliçoïde est la courbe 
abc.r^ lieu des traces horizontales des génératrices. Il est 
facile de voir que cette courbe est une spirale (TArchimède. 
En effet, les différents rayons vecteurs oa^ ob^ oc... sont, 
évidemment, proportionnels aux distances verticales o'ai, 
o'bif o'Cf.. Or, celles-ci forment une progression par dif- 
férence ; donc il en est de même des rayons. Et comme les 
angles aob^ bac... sont égaux, il s'ensuit que la courbe 
ubc.r est telle, qu'à des accroissements égaux de Tampli- 
tude correspondent des accroissements égaux du rayon 
vecteur. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

190. Construction du pion tangent. Pour plus de sim* 
plicité, proposons-nous de mener le plan tangent en un 
pjoint (x, x') pris sur ThéUce directrice. Ce plan doit con- 
tenir la génératrice {ok^ kik% et la tangente à l'hélice au 
point (k, k'). Pour déterminer cette dernière droite, rap- 
pelé ns«nous que la sous-tangente k/ est égale à l'abscisse 
curviligne a^...x. La trace horizontale t étant ainsi con- 
struite, le plan tangent tksv sera connu,, puisque sa trace ho- 
riipntale est tk^ et qu'il passe par le point (0, kt). 

191. Si le point de contact, au lieu d'être situé sur l'hé- 
lice directrice, était quelconque, on remplacerait cette der- 
nière courbe par l'héliice passant au point donné. 

1 92. Section de la surface par son plan tangent. On 
obtiendra les deux projections de cette courbe d'intersec- 
tion, en construisant les points où les génératrices (ftj3, b'P)y 
(cy, c'y')»»* percent le plan vst. Cette recherche ne présen- 
tant aucune difficulté » nous ne l'avons pas effectuée m 
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l'épure ; mais nous engageons le lecteur à se proposer cet 
exercice graphique. U reconnaîtra que la courbe dont il 
s'agit a des asymptotes, et que la méthode générale des 
tangentes (77) n'est pas applicable au point (x, x') (*). 



(*) Pour obtenir la tangente en ce point particulier, il faudrait, 
préalablement , remplacer rbéliçoïde par un paraboloïde de raccorde^ 
ment. Pour la théorie des surfaces de raccordement, ihéorie que nous 
avons dû passer sous'isilcnce, le lecteur pourra consulter la GéomdiriB 
^criplive de M. Leroy. 
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CHAPITRE Vin. 

Seellowi plABefl des •■rfaces de révolaltoa* 

193. Dans ce chapitre, nous choisirons, comme exem- 
ples de surfaces coupées par un plan, l'hyperboloîde de ré- 
volution, et le tore^ c'est-à-dire la surface engendrée par 
une circonférence tournant autour â!un axe situé dans le 
plan de cette ligne. 

»aOBI.AMB ZVI. 

Conslraire la section faite, par un plan, dans nn hyperlioloîde 

de révolution, à une nappe. 

194. Au lieu de nous donner la section méridienne de 
rhyperboloïde , nous pourrons, pour plus de simplicité, 

F». 55. déterminer cette surface par son axe (o, oz') , et par une 
position particulière de sa génératrice rectiligne : nous 
pourrons même choisir cette droite {ab^ a'o')^ parallèle au 
plan vertical de projection. En outre, nous supposerons que 
ce plan a été pris perpendiculairement au plan sécant aj3/. 
De cette manière, la projection verticale de la courbe d'in- 
tersection sera confondue avec la trace verticale |3y ; et il 
nous suffira de chercher la projection horizontale unkmv. 

195. L'axe de rhyperboloïde étant vertical, et la géné- 
ratrice (afr, a'o') étant parallèle au plan vertical, la plus 
courte distance de ces deux droites sera, évidemment, per- 
pendiculaire au plan vertical. Elle aura donc, pour projec- 
tion verticale, le point o' où se coupent o%'eia'o% et pour 
prqjectiou horizontale» le prolongement ob de oo\ Par suite. 
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le cercle de gorge se projettera, en vraie grandeur, sur le 
plan horizontal, suivant la circonférence dbe; et il aura, 
pour projection verticale , la parallèle d'e' à la ligne de 
terre. Enfin, si nous prolongeons ab d'une quantité bc qui 
lui soit égale, la droite (6c, o'c') sera h seconde génératrice 
passant en (6, o'). L'hyperboloïde sera ainsi complète- 
ment déterminé. 

196. Cela posé, soit m' la projection verticale d'un point 
quelconque M de la courbe cherchée. Par ce point M, passe 
un parallèle de la surface, dont la projection vertivale m'p' 
est parallèle à la ligne de terre, et qui rencontre en (j)\ p) 
la génératrice (bc, o'c') supposée fixe. Si donc, du point o 
comme centre , on décrit une circonférence passant en p, 
on obtiendra la projection horizontale m correspondant à m^ 

La même construction, répétée pour un certain nombre 
de points, convenablement choisis, donnera^ avec Tapproxi- 
mation désirable , la projection horizontale unkmv de Tin- 
tersection des deux surfaces données. 

197. Nature de la section. Le plan aj3y coupe Thy- 
perboloïde et le cône asymptotique suivant deux courbes 
semblables et concentriques (167). Conséquemment, pour 
déterminer la nature de là section faite dans Thyperboloïde, 
il suffit de connaître celle de la section faite dans le cône 
asymptotique. Or, si l'on imagine que la génératrice {ab, ad) 
soit transportée, parallèlement à elle-même, en (o, o^), sa 
projection verticale a'o' n'aura pas changé, et sa projec- 
tion horizontale sera devenue a'o. La trace horizontale du 
cône est donc la circonférence décrite sur a'c' comme dia- 
mètre ; et son méridien principal est formé par les projections 
verticales à'o', c'o' des deux génératrices principales. A 

cause de cette dernière propriété, ou pourra, à Tinspection 
2* ►. 7 
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de^ données, prévoir quel sera le gçnre delà section (116). 
Dans notre épure, le plan a/Sy coupe une seule nappe du 
cône : la section de l'byperboloïde est donc une ellipse. 

198. Détermination du centre et des sommets. Le centre 
de la section faite dans le cône serait le milieu (i, i') du 
segment g 'h' déterminé sur la trace verticale |3y, par les 
génératrices extrêmes. Donc, d'après le théorème rappelé 
tout à rheure, ce point (i, t') sera aussi le centre de la sec- 
tion faite dans Thyperboloïde. Et comme le plan vertical de 
projection partage la figure en deux parties symétriques , 
Tun des axes principaux de la courbe sera |3y, et l'autre 
sera la perpendiculaire au plan vertical, projetée en t' (*). 

4 

199. Si cette dernière droite est un axe réel, c'est-à-dire 
si la section a deux sommets projetés en i', on obtiendra 
leurs projections horizontales par la construction générale 
indiquée ci-dessus. Dans notre épure, Tune de ces projec- 
tions est le point k. 

La recherche des sommets situés sur la trace verticale 
du plan sécant est un peu plus longue : elle repose sur les 
considérations suivantes. 

300. Supposons, pour un instant, que ces sommets aient 
été déterminés, et soit (u, w') Tun d'eux. Ce point appar- 
tient à l'hyperboloïde; donc il est situé sur Tune des posi- 
tions que prendra la génératrice principale (ab, a'o^) quand 
elle tournera autour de l'axe (o, o'z'). Appelons A cette 
position inconnue. Si le système des deux droites A et /3y 
tourne autour de Taxe, jusqu'à ce que A vienne reprendre 



(*) Nous supposons ici que la courbe d'inlerseclion est une ellipse 
ou une hyperbole. Si elle dégénérai l en parabole, le second axe dispa- 
jr^^rait. 
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$a position initiale (a&« a'o'), la droite ^ engendrera un 
cône de révolution ayant pour trace la circonférence j3d& , 
et le point (u, u'), toujours situé sur la génératrice mobile, 
décrira un parallèle de ce cône. Par conséquent, nous ob- 
tiendrons le sommet cherché, si nous pouvons déterminer 
le point (Sf s') où la génératrice principale (ab, a^o') perce 
le cône engendré par (3y. Or, cette dernière détermination 
est facile. 

En effet, par le sommet V du cdne auxiliaire, menons 
une parallèle Vq' à a'o\ et tirons q'a : cette dernière 
droite sera la trace horizontale d'un plan passant par le 
sommet et par la génératrice principale. Ce plan coupe le 
cône suivant deux droites, dont les traces horizontales se- 
ront les intersections des lignes q'a et jSds: , Soit r l'une 
de ces intersections : la droite or sera la projection hori- 
zontale d'une génératrice du cône, située dans le plan /'c'a. 
La rencontre (s, s') de cette génératrice et de la droite 
(abf a'o') donnera enfin le sommet cherché (m, u'). 

L'autre sommet (i;, t;') s'obtiendrait de la même ma- 
nière; mais il est plus court de prendre Vv' égale à i'w'. 
201 . Construction de la tangente. Pour obtenir la tan- 
gente en un point quelconque M de la sectioïi. commençons 
par construire le plan tangent, en ce point, à Thyperbo- 
loïde. Ce plan est déterminé par les deux génératrices rec- 
tilignes passant en M (164), lesquelles ont pour projec- 
tions horizontales les tangentes tmO^ timQi à la projection 
du cercle de gorge (155). De plus, les traces horizontales 
de ces droites sont situées sur la trace dacf de l'hyperbo- 
loïde. Il est donc bien facile de trouver la trace horizontale 
901 du plan tangent en M, et la projection horizontale Tm 
de la tangente cherchée. 
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202. Remarqve. La droite 90i est, évidemment, per- 
pendiculaire à la trace horizontale du méridien passant en 
M. La construction du plan tangent, employée toutàTheure, 
ne diffère donc pas de celle qui a été donnée au n*^ 68. 

203. Cas oU la section est une hyperbole. Il n'offre rien 
de particulier, si ce n'est la détermination des asymptotes. 
On pourrait effectuer directement cette recherche; mais on 
la simplifiera beaucoup, en observant que les sections faites, 
par le plan donné, dans Thyperboloïde et dans le cône 
asymptotique , ont les mêmes asymptotes; en effet, ces 
courbes sont semblables , semblablement placées , et con- 
centriques (167). On a vu d'ailleurs, précédemment, à quoi 
se réduit la détermination des asymptotes de la section 
plane d'un cône de révolution (118). Il sera donc facile de 
construire les asymptotes de la section faite dans l'hyper- 
boleïde. 

PROBX.âMB ZVZX. 

/ 

Constroire la courbe d'interseetioD d'an plan et d'un tore. 

204. Gomme d'habitude , faisons passer le plan vertical 
FiG. 56. de projection par Taxe oz' de la surface de révolution, per- 
pendiculairement au plan sécant. En outre , supposons le 
tore posé sur le plan horizontal : sa section méridienne se 
composera du système de deux cercles i'/', i'j/',, égaux 
entre eux, symétriquement placés par rapport à l'axe (*), et 
tangents à la ligne de terre. Le contour apparent relatif au 
plan vertical aura pour projection, outre les deux circonfé- 
rences méridiennes, les tangentes communes ii^^ Vl\. En 



(*) Eli architecture, cette section méridienne serait appelée coup» 
du tare» 
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effet, le plan tangent en un point quelconque de la section 
méridienne principale est perpendiculaire à cette section, 
c'est-à-dire perpendiculaire au plan vertical; et, d'un autre 
côté, le plan tangent en un point quelconque du parallèle 
moyen [iefi^ Vl\) est horizontal, etc. Enfin, le contour 
apparent, relatif au plan horizontal, est formé par les parai* 
lèles extrêmes (Wifti, b'b\) et (aga^, a'a\) (63). 

205. Suivant la position attribuée au plan sécant, on 
obtient des courbes de formes très-variées , dont la discus- 
sion nous entraînerait au delà des limites que nous nous 
sommes prescrites. Afin d'obtenir un résultat intéressant, 
nous prendrons , pour trace verticale du plan , la tangente 
commune rf'c' aux deux cercles VV, t\l\. De cette manière, 
le plan sécant oc^ passe par le centre de la surface , et il 
touche celle-ci aux points c', d'. 

206. En opérant comme dans le Problème précédent, 
c'est-à-dire en construisant les points où le plan donné 
rencontre un certain nombre de parallèles du tore, on ob- 
tient, sans aucune difficulté, la projection horizontale de 
l'intersection cherchée. Cette projection, dont l'épure ne 
présente que la moitié^ se compose de deux arcs cehfd^ 
cgd, et de deux autres arcs, symétriques de ceux-ci, par 
rapport à la ligne de terre. L'arc cehfd se raccorde avec le 
symétrique de cgd^ et ce dernier arc cgd se raccorde avec 
le symétrique de cehfd; en sorte que la projection horizon- 
tale complète paraît composée de deux ellipses égales, qui 
se couperaient aux points c, d, projections des points où 
le plan donné touche le tore. 

207. Rabattement de la section. Pour ne pas jeter de 
confusion dans l'épure, faisons tourner le plan sécant au- 
tour de la perpendiculaire au plan vertical de projection , 
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l^âssant par le centre (o, o') de la surface; puis, quand lé 
plan mobile sera devenu horizontal, transportons la ligne 
de terre, parallèlement k elle-même, jusqu'en XY. La con- 
struction employée dans le Problème X (78) donnera, 
pour le rabattement cherché, le système de deux courbeà 
CEHFDGC , CGsDFjEi , placées symétriquement par rap- 
port à XY, et qui se coupent sur cette droite. 

208. M. Yvon Villarceau a démontré que ces deux courbes 
sont deux circonférences égales à celle qui est décrite par 
le centre (i, i') du cercle générateur^ et dont les centres 
sont distants de ïaxe d'une quantité égale au rayon de ce 
cercle (*). 

209. Remarque. H résulte, de ce Théorème, que le tore 
admet trois séries de sections planes, doublement circulaires. 



(*) Pour vérifier Télégant Théorème de M. ViUarceau, faisons ot^a, 
t^o'— R, <p*"^; abaissons M,U perpeniiiculaire à OQ, et menons 0|M,. 

Nous aurons d'abonJ : OH»o'&'— a+R, OG,«>oV«-a— &; d'où, en 
prenant le milieu 0| de G,H : 0|U— a, 00,» R. 

Le point (m^ , m'), qui a M, pour rabattement, est situé sur le parai- 

lèle projeté en q'q\\ donc OU — o',g' — o',m'. 

Le premier terme du second membre est égal à (a+^/<. D'un autre 

. , - 1 ....... ^ o'tfn' o',ô' o'm' 

côte , les triangles oo\m' , tco donnent —V— — — V =- tt* ou 

' oc IC 01 

JT^'* R«— ^^ J'to* 



a»-R« R» a« 

L'équation précédente devient donc 

on* r«^^« (a~R)'(R'-^) 
OU — (a-f-d; g5 • 

De cette valeur, résulte OjU— ~. Et comme M,U— o'm— ^ V^R*— ^«, 

le triangle rectangle 0,UM, donne 0,M, -^-f-g;(R«— *•)—«•. 
La distance OiM^ est donc constante, etc. 
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En effet, tout plan passant par Vaxe, ou tout plan perpen- 
diculaire à taxe , ou enfin tout plan tangent passant par 
le centre y coupe le tore suivant deux circonférences. 

210. Seconde remarque. On peut ajouter que le tore 
admet trois séries de sections sphériques , doublement cir- 
culaires. 

En effet : 1° si Ton coupe la section méridienne du tore 
par une circonférence ayant son centre sur Taxe, les points 
communs aux deux courbes décriront, lors de la rotation, 
deux parallèles communes au tore et à la sphère engendrée 
par cette circonférence, 

2« Par le cercle générateur du tore on peut faire passer 
une infinité de sphères. Par le centre de Tune d'elles, me- 
nons un plan méridien : il partagera le système des deux 
corps en deux parties symétriques. Donc la sphère coupera 
le tore, de nouveau, suivant un cercle égal au premier. 

3® De même, par le cercle EF, situé sur le tore, on 
peut faire passer une infinité de sphères. Par le centre de 
Tune d'elles, menons encore un plan méridien. Il partagera 
le système des deux corps en deux parties symétriques. 
Donc, etc. 
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CHAPITRE IX. 

liiler«eelion de deux «nrffaees courbes. 

2H. Dans les chapitres V, VII et VIII de cet ouvrage, 
nous avons indiqué les méthodes que Ton doit employer 
quand on veut construire la section plane d'une surface 
réglée ou d'une surface de révolution. Si le lecteur a saisi 
Tesprit de ces méthodes, il a dû reconnaître que, dans 
chaque cas, on coupe la surface et le plan donnés , par 
une série de plans auxiliaires , tellement choisis, que cha- 
cun d'eux détermine sur la surface une ligne facile à con- 
struire : par exemple, une droite ou une circonférence. La 
rencontre de cette ligne avec Tintersection du plan donné 
et du plan auxiliaire appartient à la courbe cherchée, dont 
on obtient ainsi un certain nombre de points. En unissant 
par un ou plusieurs traits continus les points déterminés 
par tous les plans auxiliaires, on a enfin cette courbe, avec 
une approximation plus ou moins grande (*). 

212. En résumant ce procédé , on voit qu'il consiste 
véritablement à remplacer le problème proposé par une 
série de problèmes du même genre, mais plus simples. Par 
exemple , pour obtenir l'intersection d'un hyperboloïde de 
révolution et d'un plan , on construit les sections de cette 
surface par des plans parallèles à son axe, et l'on combine 
ces lignes avec les droites suivant lesquelles le plan donné 
coupe le plan auxiliaire. 



» (*) Dans ce paragraphe et dans ceiii qui suivent, le mot projection est 
sous-enteudu. 
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213. Quand on veut construire Tintersection L de deux 
surfaces courbes quelconques S et S', ou ne fait que géné- 
raliser la méthode dont nous venons d'indiquer la partie 
essentielle. Ainsi, après avoir examiné s'il existe une série 
de surfaces :, 2,, 2,..., qui coupent S et S' suivant des 
lignes faciles à déterminer, on construit les intersections 
I, V de la surface auxiliaire 2 avec les surfaces données; 
puis les intersections k, l\ de s. avec ces mêmes sur- 
faces , etc. Ces deux séries de lignes étant obtenues , on 
cherche le point de rencontre m de / et de /' (*) ; puis le 
point de rencontre mi de {] et de l\; et ainsi de suite. En- 
fin, on construit le lieu des points m, m^, m,... : ce lieu est 
la courbe cherchée L. 

214. Les surfaces auxiliaires 2, 2,, 22*«m seront, presque 
toujours, des plans, sans quoi, la recherche des courbes 
/, r, Zi, /'i..., pourrait être aussi difficile que celle de la 
courbe L; et Temploi de ces surfaces n'aurait pas simplifié 
le problème (**). En outre, sauf les cas, très-peu nombreux, 
dans lesquels les surfaces proposées admettront des sec- 
tions rectiligues ou circulaires, cette détermination des 
courbes /, /', k, /'i.,., nécessitera encore tant d'opérations 
graphiques, que Ton est en droit de regarder la solution gé- 
nérale du problème dont nous nous occupons, sinon comme 
illusoire, du moins comme fort peu satisfaisante (***). 

•W^^^*' i'^ - ■ ' -■^■. ■— ^^M I I ^^^-^—^M^— ■! I I ■—■■■■■■ ■■ ■ ■ I Il ■ I I ■■ ^■ — ■ ,, a^-^ammm^^^m^mm 

(*] Les courbes {, l' se couperont si la surface auxiliaire 2, à laqueUe 
eUes appartiennent, lombe entre certaines limites. — Voyez, pour les 
surfaces-limites, les Problèmes XVIII e( suivants. 

(**) Cependant, lorsque les surfaces S, S' sont de révolution, et que 
leurs axes se coupent, ou adopte des sphères pour surfaces auxiliaires. 
Voyez le Problème XX. 

(***) Si Ton savait toujours éliminer une inconnue entre deux équa- 
tions, la solution algébrique du problème remporterait, de beaucoap, 
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215. Avant d'appliquer ces considérations à quelques 
exemples très-simples, nous ferons observer que la tangente 
T en un point quelconque M de la courbe L (Tinter section 
de deux surfaces S, S', est^ en général, rintersection des 
plans P, P', respectivement tangents aux deux surfaces, 
en ce point M. 

En effet, d'après la propriété caractéristique du plan 
tangent (27), la droite T, tangente en M à la courbe L 
tracée sur la surface S, est située dans le plan P. De même, 
elle est dans le plan P'; donc, etc. 

216. Quelquefois, la construction de la tangente peut 
être simplifiée au moyen de la proposition suivante : 

La tangente T, en un point quelconque M de la courbe L 
d* intersection de deux surfaces S, S', est perpendiculaire au 
plan des normales N, N' menées, par ce point, à ces sur- 
faces. 

Pour démontrer cette proposition, il sufSt d'observer 
que la normale N étant, par définition, perpendiculaire au 
plan tangent P, elle sera perpendiculaire à la tangente T. 
De même pour la normale N'. Or, une droite est dite per- 
pendiculaire à un plan, lorsqu'elle est perpendiculaire à 
deux droites menées, par son pied, dans ce plan; etc. 

217. Remarque. Le plan des deux normales N, N' est 
dit normal à la courbe L. 



sur la solution géométrique. En effet/les projections de la courbe cher- 
chée seraient représentées par les équations obtenues en éliminant %f 
puis X, entre les éi^uaiions des deux surfaces données. 
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moBz.âMB zvxn. 

Intersection de deux cylindres. 

218. Recherche d'un point quelconque. Après avoir con-» 
struit les contours apparents des deux cylindres, que nous 
supposons, pour plus de régularité dans l'épure, limités à 

deux plans horizontaux xy, x'y', déterminons les surfaces Fig. 57. 
auxiliaires qui donneront lieu aux intersections les plus 
simples. Ces surfaces seront des plans parallèles, à la fois, 
aux génératrices des deux cylindres. Il est clair, en outre, 
que ces plans seront parallèles entre eux. 

Pour déterminer leur direction commune , menons , par 
un point arbitraire (i, i'), une parallèle (ifc, i'fc') aux géné- 
ratrices du cylindre C, et une parallèle (i/, i'V) aux généra* 
trices du cylindre C. La trace horizontale du plan de ces 
deux lignes sera la droite ifc, à laquelle les traces horizon- 
tales de tous les plans auxiliaires devront être parallèles. 
Si donc nous menons une sécante pç, parallèle à /fc, cette 
droite pq sera la trace horizontale d'un plan qui coupera leâ 
deux cylindres suivant des génératrices (pm, p'm'), {qm, 
q'm') ayant les points p, q pour traces horizontales; et lé 
point (m, m'), où ces lignes se rencontrent, appartiendra 
à la courbe cherchée. En répétant la même construction, 
on obtiendrait de nouveaux points , aussi nombreux que 
Ton voudrait; mais, pour avoir une idée nette delà nature 
de Tintersection, il vaut mieux construire d'abord les points 
situés sur les plans-limites, et ensuite les points apparte- 
nant aux contours apparents. 

219. Points situés sur les plans-limites. Menons, paral- 
lèlement à fc{, une droite a|3y qui, tangente à Tune des bases 
données, soit sécante à Tautre : cette droite sera la traoâ 
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horizontale d'un plan-lioiite, c'est-à-dire d'un plaii au delà 
duquel il n'y aura aucun point appartenant à Tintersection 
des deux cylindres. De même, Sç,n est la trace d'un autre 
plan-limite (*). Chacun de ces plans est tangent à Tun des 
cylindres et sécant à Tautre. De plus , tandis qu'un plan 
auxiliaire quelconque, le plan pq^ par exemple, fournit 
quatre points de Tintersection, chacun des plans-limites en 
donne seulement deux. C'est ce que Ton reconnaît à l'in- 
spection de l'épure. 

220. On peut ajouter que, en chacun des points situés 
sur un plan-limite^ la tangente à Vintersection est la gêné" 
ratrice commune à ce plan et au cylindre quil coupe. 

En effet, la tangente au point (k, k') est l'intersection 
du plan ajSy, avec le plan tangent au cylindre C, suivant la 
génératrice (yfc, y'fc'), laquelle est située dans le premier 
plan ; donc la tangente ne diffère pas de cette génératrice. 

221. Remarque. S'il arrivait que le plan-limite fût tan- 
gent aux deux cylindres, la méthode générale serait en dé- 
faut, et, pour déterminer la tangente au point (fc, fc%^ il 
faudrait recourir à d'autres théories, que nous ne pouvons 
indiquer ici. 

222. Distinction ailre V arrachement et la pénétration. 
Dans notre épure, le plan aj3y est tangent au cylindre C, 
et le plan Ssm est tangent au cylindre C. Il résulte, de cette 
disposition , que chacune des deux surfaces est rencontrée 
par une partie seulement des génératrices appartenant à 

C) Si les bases des cylindres étaient des courbes non convexes, on 
pourrait trouver plusieurs plans- li miles P, P', P', P"..., partageant 
Vespace en régions telles que, de deux régions consécutives, Tune con- 
tiendrait des points communs aux deux cylindres, et l*autre n^en ren- 
fermerait pas. Au reste, \es plans-limites sont des cas particuliers des 
surfaces-UmUes dont il a été question ci-dessus. 
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l'autre, et vice versa. Dans ce cas, rintersection est com- 
posée d'une seule branche, et Ton dit qu'il y a arrachement 
des deux cylindres. 

Si les plans-limites sont tangents à un même cylindre , 
(Jomme l'indique la figure 58, il y a pénélration : le cy- 
lindre C traverse le cylindre C, de part en part; et, par 
conséquent, rintersection se compose de deux branches sé- 
parées, dont Tune est la courbe d'entrée, et Tautre la courbe 
de sortie. 

223. Points situés . sur les contours apparents. Il est 
avantageux de faire passer des plans auxiliaires , par les 
génératrices qui déterminent les contours apparents ; parce 
que ces plans donnent des points pour lesquels les tan- 
gentes sont immédiatement connues. Considérons, par exem- 
ple, le plan /k, mené par la génératrice-limite (ffi, f'f^, et Fig. 57. 
soient (r, r'), (s, s^) les deux points où cette génératrice 
perce le cylindre C. Le plan tangeut en (r, r'), au cylindre 
C, est vertical; donc la tangente à rintersection, en ce point 
(r, r'), est projetée suivant ff^. 

Semblablement , les tangentes aux points situés sur les 
génératrices qui ont &, d pour traces, sont projetées hori- 
zontalement suivant bb^ , dd^. 

La même démonstration s'applique aux points situés sur 
les génératrices dont les traces sont a, c, e, g : les projec- 
tions verticales des tangentes en ces points sont confon- 
dues avec les projections des génératrices. 

En général, la tangente à rintersection de deux surfaces, 
en un point situé sur le contour apparent de Vune d'elles, 
se projette, sur le plan auquel ce contour apparent est re- 
latif, suivant la tangente à la projection de ce même conr 
tour. 



410 ftAITi fiLi]II»TAIK« 

S24. Comiruetion d^ la tang^te. La couslFUctioa d^ 
la tangente (mt, mT) en un point quelconque (m, m') de 
riniersection des deux cylindres, n'offre aucune difficulté, 
puisque cette droite est rinterseciiou des plans dont les 
traces horizontales sont les tangentes tp, tq aux bases des 
deux cylindres. 

225. Si Ton voulait déterminer les points pour lesquels 
la tangente est horizontale, c'est-à-dire le point le plus haut 
et le point le plus bas (*) de la courbe d'intersection , on 
remarquerait que, pour chacun d'eux, les plans tangents 
aux deux cylindres ont leurs traces horizontales parallèles 
à la tangente, et, par conséquent, parallèles entre elles. 
On devra donc, par tâtonnement^ construire un plan auxi- 
liaire tel, que les tangentes aux extrémités X, v de sa trace 
horizontale, soient parallèles entre elles. 

226. Nous n'avons pas encore indiqué comment on doit 
s'y prendre pour réunir, par un trait continu, les points 
obtenus isolément^ et qui appartiennent, par exemple, à la 
projection horizontale de l'intersection. La considération 
suivante fournit un procédé assez commode. 

FiG. 59. Soient ABCD... la courbe d'intersection de deux cylin- 
dres dont les bas«s sont abcdef et ajSyâs. Soient aa, 
/3e, câ les traces horizontales des plans auxiliaires, et Aa, 
A«, Bft, BjS..., les génératrices qu'elles déterminent. 

Nous pouvons regarder l'arc abcde comme une projéc- 



(«) Ed général, si la tangente en un point M d'une courbe G est paral- 
lèle à un plan P, la distance du point Ma ce plan est un maximum ou un 
minimum. On peul démontrer celte proposition par le moyen employé 
dans le n« i5. Cependant, si le point M est un pohUsmfftUier, la pro* 
priélé peut ne plus subsister. 
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tion de ABC..., faite parallèlement à Aa. De même, l'arc 
yjSas: d sera une seconde projection de celte ligne. 

Cela posé, admettons qu'un mobile M décrive la courbe 
ABC..., tandis que ses projections m, {jl se meuvent sur 
les bases des deux cylindres. Si, pour fixer les idées, on 
suppose que M, parti du point A, marche dans le sens in- 
diqué par les flèches F, il est clair que la projection m dé- 
crira d'abord Tare abc, et que la projection i^ décrira Tare 
«jSy. Quand le mobile M sera arrivé en C, le mobile m 
continuera à se mouvoir dans le môme sens que précédem- 
ment, et il décrira Varc cde; mais le mobile ii rebroussera 
chemin, et il parcourra Tare yj3a, dans un sens contraire 
au sens primitif. La même discussion pourrait être conti- 
nuée : elle est suffisamment indiquée par les flèches f, f\ 
ç et 9'r 

Supposons à présent queABCD..., au lieu d'être Tin- 
tersection des deux cylindres, soit seulement la projection 
horizontale de cette ligne, projection dont on a obtenu des 
points, en combinant les projections horizontales «A, 6B... 
des génératrices du premier cylindre, avec les projections 
«A, |3B... des génératrices du second. Quand les mobiles 
m, iM décrivent les arcs ab, oc^, le mobile M doit se trans- 
porter de A en B; donc ces deux points doivent être réunis 
par un arc continu; etc. 

227. D'après les conventions adoptées , nous avons , 
dans notre épure, tracé en plein les projections des parties 
visibles, et en points ronds les projections des parties invi- 
sibles. Relativement à la courbe d'intersection, il importe 
d'observer qu'un point quelconque de cette ligne étant tou- 
jours rintersection de deux génératrices, il ne sera visible 
que s'il est situé sur deux génératrices visibles. 
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PROBX.BMB 

Intersection de deux cènes. 

228. Les surfaces auxiliaires qui détermineront, de la 
manière la plus simple , l'intersection NDMCP de deux 

1^16. 60. cônes G, C donnés, sont, évidemment, des plans passant 
parles sommets S, T. Leurs traces horizontales convergent 
toutes par la trace horizontale R de celle droite. Sauf celte 
légère modification, la construction de Tépure est iden- 
tique à celle de l'épure précédente. Nous ne devrions donc 
entrer dans aucune explication sur le problème actuel, s'il 
ne donnait lieu aune recherche intéressante, celle des bran- 
ches infinies. 

229. Le raisonnement dont nous avons fait usage à pro- 
pos de la section hyperbolique du cône, démontre que Vin- 
tersection de deux surfaces coniques C^ C a des branches 
infinies^ s'il existe ^ sur ces surfaces, deux génératrices (sa, 
«'a'), {tx, t'a') parallèles entre elles. 

En effet, remplaçons le plan P de ces génératrices paral- 
lèles, par un autre plan auxiliaire P' faisant un très-petit 
angle avec le premier : il déterminera, dans les deux cônes, 
deux droites dont Tinclinaison mutuelle pourra être rendue 
aussi petite que nous voudrons. Leur point de rencontre 
pourra donc s'éloigner des sommets S, T, au delà de toute 
limite. C'est ce qu'il fallait démontrer (*). 

(*) Si l*on appliquait ce mode de démonstralion au cas de deux côoes 
ou de deux cylindres dont les bases seraient indéfinies, il pourrait con- 
duire à des conclusions fausses. Ainsi, avec une même direcirice para- 
bolique , on peut construire deux cylindres : leur intersection sera 
iodéfinte; et cependant les génératrices de Tun ne seront pas parallèles 
aui génératrices de Tautre ; etc. 
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230, Afin de reconnaître si les deux cônes C, C admet' 
lent des génératrices parallèles, transportons Tun d'eux, pa- 
rallèlement à lui-même, jusqu'à ce que son sommet S vienne 
coïncider avec Tautre sommet T; c'est-à-dire, prenons ce 
dernier point pour sommet d'un cône c dont les génératrices 
soient parallèles à celles du cône C. Si les cônes donnés 
admettent deux génératrices parallèles (m, s'a'), (ta, t'a'), 
cette dernière droite sera commune au cône fixe C et au 
cône auxiliaire c; en sorte que les traces de ces dernières 
surfaces se couperont en un point oc. Toute la question se 
réduit donc à la construction de la courbe ail, trace ho- 
rizontale du cône c. 

231 . n est jtrès-facile de reconnaître que cette courbe 
est semblable à la trace du cône C, et que le centre de si- 
militude des deux lignes est le point r, trace horizontale de 
la droite menée par les sommets S, T. En effet, soient sf, 
t(f les projections horizontales.de deux génératrices paral- 
lèles , respectivement situées sur les cônes C , c. Le plan 
de ces deux génératrices passe en (r, r') ; donc les deux 
traces horizontales f, 9, et le point r, sont sur une même 
droite; etc. 

La trace acX du cône auxiliaire étant semblable à celle 
du cône C, on pourra, à Taide du centre de similitude r, 
et sans employer les projections verticales, construire par 
points cette courbe «aX, et déterminer ses intersections 
(X, X avec la trace du cône G^ On obtient ainsi, dans 
l'exemple proposé, deux couples de génératrices parallèles ; 
savoir, (sa, s'a') et (ia, i'oL')\ puis (k, Vs') et (iX, t'V). 
L'intersection des nappes inférieures des deux cônes est 
donc unB courbe projetée horizontalement suivant pcmè^, et 

2« p. 8 
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qui s'étend indéfiniment dans deux sens, de c vers p, et de 
d vers n (*). 

232. Construction des asymptotes. En remontant à la 
définition de ces droites (118], et à la construction géné- 
rale de la tangente en un point de l'intersection de deux 
surfaces , on conclut immédiatement que Tasymptote de 
Tare indéfini mcp.,. sera l'intersection du plan tangent au 
côueC, suivant la génératrice (Is, Vs'), avec le plan tangent 
au cône C, le long de la génératrice (IX, Vk'). 

Ces deux plans tangents ont pour traces horizontales les 
tangentes lu, lu aux bases des deux cônes; d'ailleurs, les 
génératrices de contact sont parallèles entre elles : la pro- 
jection horizontale de Tasymptote, ou l'asymptote à la pro- 
jection horizontale de l* intersection^ sera donc la droite uv, 
parallèle à Is et tl. 

On construirait, de la même manière» Tasymptote à l'arc 
indéfini mdn. 

233. Remarque. Si les tangentes lu, )m étaient parallèles, 
l'asymptote uv serait transportée à V infini; c'est-à-dire 
qu'elle n'existerait plus. 

hterseetlon de deux inrfaeei de révolution, dont les ates le reneontrent. 

234. Prenons le plan horizontal de projection, perpen- 
diculaire à Tun des axes , et le plan vertical, passant par 

(*] Si les deux cônes étaient prolongés au delà de leurs sommets, 
ils se coupera!ent suivant une nouvelle branche infinie. Pour ne pas 
compliquer inutilement Tépure , nous avons supprimé celte seconde 
partie de Pintcrsection. Nous avons eu même temps essayé de représen- 
ter, en projection verticale, les deux nappes inférieures, ea les suppo- 
i^nt interrompues à partir de leur intersection. 
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cta deiut droites. Les surfaces de révolution seront dé- 
termiaées, si l'on donne leurs axes [o, o'%% (xy^ e'g') et Fio. 61. 
kmrs sections méridiennes a'b'e'd'^ e'f'g'h'. Nous pour- 
rons construire, comme d'habitude, le cercle dnb, pro«> 
jection du contour apparent de la surface dont l'axe est 
Tcrtical. Quant k la seconde surface , la détermination de 
son contour apparent , relatif au plan horizontal, exigerait 
l'emploi de méthodes que nous ne pouvons iudiquer ici (*); 
nous la regarderons donc comme suffisamment connue par 
sâ section méridienne et son axe. D'ailleurs, ces deux élé- 
ments sont les seuls dont nous aurons besoin. 

235. Les surfaces auxiliaires (214) par lesquelles il con- 
vient de couper les surfaces données, sont des sphères 
ayant pour centre commun le point (o, o') où se coupent les 
deux axes (**). L'emploi de ces sphères est justifié par les 
deux propriétés suivantes^ qu'il suffit d'énoncer : 1^ quand 
deux surfaces de révolution ont même axe^ elles se cou- 
pent suivant un parallèle commun; 2^ la sphère est une 
surface de révolutim qui a pour axe toute droite passant 
par son centre. 

236. Soit donc kyVq* la section méridienne d'une 
sphère quelconque, ayant pour centre le point (o, o'). Le 
parallèle commun à cette surface auxiliaire et à la première 
des surfaces données est engendré par le point (k, ft'), où 



i [*) Si la scclion méridienne e'fg'h' est, comme dans noire épure, une 
Hgne du second degré, la projeclion du contour apparent est une ligne 
dti second degré, parce que la courbe de contact d'un cylindre et d'une 
surface de second ordre est plane. 

(**] Dans le cas très- particulier où les deux axes seraient parallèles, 
on couperait les deux surfaces par des plans horizontaux, c^est-à-dire 
ptrpendieulairet à eeê axes. 
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se coupent les sections méridiennes; de plus, il est situé 
dans un plan perpendiculaire à Taxe commun (o, o'z') ; 
donc ce parallèle est projeté tout entier suivant la corde 
commune Wl'. De même, le parallèle commun à la sphère 
auxiliaire et à la seconde surface de révolution, est projeté 
verticalement suivant la corde pq\ commune aux deux 
sections méridiennes. Si donc les deux cordes k'l\ p'q' 
se coupent en un point m\ les deux circonférences dont 
ces cordes sont les diamètres se rencontrent, dans l'es- 
pace, en deux points symétriquement placés à Tégard du 
plan vertical, et qui auront m' pour projection verticale 
commune. Ces deux points appartiendront à Tintersection 
cherchée. 

En répétant la construction, on obtient, pour projection 
verticale de cette intersection, la courbe i'rh'n'h'y laquelle^ 
évidemment, doit passer par les points i', h' communs aux 
sections méridiennes données. 

237. La projection horizontale imnh se construit sans 
difficulté. En effet, le point (m, m'), par exemple, appar- 
tient au parallèle projeté verticalement suivant k'I'. Ce pa-* 
rallèle, étant horizontal, se projette en vraie grandeur sui- 
vant la circonférence kml; etc. 

238. Remarque. Si les surfaces données sont du second 
ordre, la projection verticale de leur intersection appartient 
à une ligne du second degré (*). 



{*) En effet , le plan vertical de projection est un plan principal par 
rapport à chacune des deux surfaces. Or, Vmtersection de deux surfaces 
du second ordre qui ont un pian principal commun, se prqjeUe^ sur ce 
pUin^ suivant une ligne du second ordre; donc, etc. 

Le cas où les deux sections méridiennes du second degré auraient 
un foyer commun , mérite d'être remarqué : la projection verticale de 
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239. D'après ce qui précède, si deux cordes, détermi- 
nées par une circonférence auxiliaire , concourent en un 
point extérieur à la circonférence, ce point n'appartiendra 
pas à la projection verticale de Tintersection des deux sur- 
faces. Néanmoins, il sera situé sur la ligne dont cette pro- 
jection est un arc (*). 



Vintersection te réduit alors à une ligne droite, ou au système de deux 
droites. 

Pour démontrer celle propriété , rapportons les méridiennes à des 
axes rectangulaires passant par le foyer commun; nous pourrons re- 
présenter ces deux courbes par 

a;ï-hy« — (mV-»-n'a?-i-p')'. (2) 

L^équalion de la circonférence variable sera 

a;i4.y«-p«. (3) 

Retranchons membre à membre les équations (1) et (3) : la formule 

(my-+-iwj-4-p)«=-p* (4) 

représentera deux cordes telles que k'l\ communes à la courbe [1] et à 
la circonférence. De même, la corde p'q* est donnée par Péquation 

(m'î/ -4-n'aî-+-p')« — p«. (5) 

Actuellement, éliminons p entre les relations (4) et (5), afin d^obtenir 
réquation du lieu des points m'; nous trouverons 

(my-*-naj-4-p)*— (m'y-4-n'a?-»-p')«, (6) 

équation qui représente deux droites. 

(*) Si Ton cbercliail Inéquation du lieu des points dont il s*agit, on 
trouverait qu'elle ne diffère pas de celle qui représente la projection 
verticale de Tintersection. Cette projection fait donc partie du premier 
lieu. 

Il y a plus : ce même lieu peut se terminer brusquement, parce que 
les circimférences auxiliaires deviennent trop petites ou trop grandes. 
Dans ce cas, la courbe obtenue en construisant les points déterminés 
par les circonférences, courbe dont une partie constitue la projection 
verticale tn'h\ n'est elle-même qu'une partie du lieu représenté par 
l'équation. C'est là un des nombreux exemples dans lesquels remploi 
de l'Algèbre conduit à un résultat plus général que ne paraissaient le 
comporter les données du problème. 
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240. Comtruction de la tangente. On pourrait > pour 
déterminer la tangente en un point quelconque (m, m') de 
la courbe d'intersection, construire les plang tangenU, en 
ce point, aux deux surfaces. Mais il sera plus simple de re- 
courir à la méthode du plan normal (216). En effet, la trace 
verticale de la normale en (m, m'), pour la première sur- 
face, est le point (o, r') (65). Semblablement , la normale 
à la seconde surface rencontre le plan vertical en un point 
projeté en s'. La trace verticale du plan des deux normales 
est donc r's\ Par suite» la droite m't\ menée perpendi- 
culairement à cette trace, est la projection verticale de la 
tangente demandée. 

On obtient sa projection horizontale en cherchant d'abord, 
à Taide de la normale (mo, mV), la trace horizontale a|3 
du plan normal, et en abaissant ensuite une perpendiculaire 
mt sur cette trace. 



■*■ III 
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APPENDICE. 

finr les ehanfl^emento 4e plana de projeetlon. 

Si le lecteur a étudié avec attention les méthodes ex- 
posées dans cet ouvrage, il a dû reconnaître que, dans 
certains cas, les procédés généraux de la Géométrie des- 
criptive devenant peu praticables, il devient avantageux de 
recourir à des procédés parliculiers. Ainsi, les projections 
définitives d'une figure, qui nécessitent presque toujours 
la construction d*un grand nombre de lignes, s'obtiennent 
quelquefois très-rapidement à l'aide de projections auxi- 
liaires résultant, soit de simples rabattements, soit de ro- 
tations effectuées autour d'axes convenablement choisis (*). 
Ainsi encore , la recherche des points où une surface est 
rencontrée par une droite peut être simpUfiée, si l'on prend 
la droite pour génératrice d'une surface auxiliaire dont l'in- 
tersection, avec la surface donnée, renferme les points 
cherchés, etc. 

Nous citerons , comme exemples de cette substitution 

« 

de procédés particuliers aux méthodes fondamentales , le 
Problème LXYI de la Première Partie, l'épure de la section 
droite d'un cylindre oblique ^ la détermination des sommets 
de la section plane d*un hyperboloide (200) , et enfin tous 
les problèmes relatifs aux surfaces de révolution. 

Dans ces dernières années, on a préconisé, outre mesure, 
l'emploi des projections auxiliaires. On a cru qu'il fallait, 



(*) Remarquons, en passant, que les ràbnitemenU sont de véritables 
rotations. 
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à tout propos, et dans tous les problèmes de Géométrie des- 
criptive, recourir à leur emploi. Il y a plus : oubliant que 
tous ceux qui ont écrit sur cette partie de la science ont 
indiqué les petits procédés graphiques dont nous parlons; 
oubliant que tous les Traités de Stéréotomie (*) en font 
mention, on s'est imaginé que l'ensemble de ces procédés 
constituait une véritable découverte. A une chose nouvelle 
il fallait un nom nouveau : on inventa celui de Méthode du 
changement des plans de projection ! Les choses en sont ve- 
nues à ce point que, dans le Programme pour l'admission 
à rÉcole Polytechnique, publié en 1850, on lisait, à propos 
des questions relatives à la ligne droite et au plan : on fera 
usage , pour la résolution de ces problèmes , de la méthode 
du changement des plans de projection (**). Depuis, la Com- 
mission chargée de la rédaction du programme , probable- 
ment effrayée par l'accusation de monopole lancée contre 
l'un de ses membres (***), est revenue sur sa première dé- 
cision : aujourd'hui, elle se contente d'exiger l'explication 
de la méthode en question. 
Gomme nous voulons, avant tout, être utile aux jeunes 

(*) L'ouvrage inlilulé : La théorie et la pratique de la Coupe des Pierres, 
par Frézier (1769), conlient uue foule d'épurés dans lesquelles Tauteur 
emploie des rabattements , des plans de profil , etc., c'est-à-dire de 
véritables changements de projection. Parmi les anciennes épures de 
rÉcole Polytechnique, il en est une, celle de la descente biaise, qui 
montre une heureuse application des projections obtiques, faites sur un 
plan auxiliaire. Il serait facile de multiplier ces citations. 

(**) Comment résoudrait-on, à Taide de la méthode, le premier de ces 
problèmes : Par un point donné dans Vespace^ mener une droite paral- 
lèle à une droite donnée? Quelle que soit la nouvelle solution, il est évi- 
dent que la solution vulgaire doit être préférée. 

{***] H. Tb. Olivier, regardé comme Tauteur de la M^hode, foisaiC 
partie de la Commission. 
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gens qui se destinent à FÉcole Polytechnique, nous allons 
développer la solution du problème général que l'on peut 
se proposer sur le changement des plans de projection. Le 
lecteur pourra ensuite s'exercer sur les cas particuliers : 
ils comportent de nombreuses simplifications f). 

PROWbàME. 

Connaissant les projeetions d'un point , trouver ses projections sur un plan 
donné P et sur un plan F, perpendiculaire à P, et dont l'intersection 
avec celui-ci est donnée. 

Pour éviter des circonlocutions, nous dirons que les plans 
Pet P' sont, l'un, le nouveau plan horizontal ^ et Vautre, Fig. 62. 
le nouveau plan vertical : dans la réalité , ces deux plans 
peuvent avoir, par rapport à l'horizontal, des inclinaisons 
quelconques. 

Cela posé, soient m, m' les projections du point donné, 
«Py le plan P, ab la projection horizontale de la nouvelle 
ligne de terre. Si, du point (m, m% nous abaissons une 
perpendiculaire sur le plan P, le pied de cette droite sera 
la nouvelle projection horizontale cherchée; et la longueur 

("] Quand une figure est rapportée à deux plans de projection , on 
doit, autant que possible, à Taide des seules données de la question , 
résoudre le problème dont cette figure est Tobjet. Ce serait presque 
toujours perdre inutilement le temps, que de vouloir la rapporter à de 
nouveaux (>lans, sur lesquels ses projections soient simples. Que dirait- 
on d'un élève qui, ayant à discuter une équation numérique du second 
degré, à trois variables, commencerait par chercher les plans principaux 
de la surface représentée par cette équation, et efi'eciuerait ensuite la 
transformation de coordonnées? C'est pourtant à cela que revient la 
méthode du changement des plans de projection! Qu'on nous permette de 
le rappeler: en Mathématiques, comme en beaucoup d'autres choses. 

Le chemin le plus court est toiyours le meillear. 
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de cette même droite sera égale k la hauteur de la nouvelle 
projection verticale, par rapport à la nouvelle ligne de terre* 
Pour obtenir en môme temps ces deux éléments, faisons 
passer, par le point (m, m'), un plan dgÇ, perpendiculaire 
à la trace «jS du plan P, et rabattons4e sUr le plan hori- 
zontal. Le rabattement du point donné sera l'extrémité m^ 
de la droite mmi égale k em\ et perpendiculaire à $s : 
le rabattement de la perpendiculaire abaissée sur le plan 
P sera la droite wiiPi , perpendiculaire elle-même à Tinter- 
section (îÇi du plan auxiliaire avec le plan P; etc. Si nous 
faisons à présent tourner le plan P autour de ajS, jus- 
qu'à ce qu'il se rabatte sur le plan horizontal primitif; si 
nous construisons le rabattement aXY de la nouvelle ligne 
de terre , et celui P du point rabattu d'abord en p, ; enfin, 
si, après avoir abaissé Pp^P' perpendiculaire à XY, nous 
prenons PjP' égale à p^mi ; nous pourrons regarder P comme 
la nouvelle projection horizontale du point (m, m^, et P' 
comme sa nouvelle projection verticale* 
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EXERCICES. 

1. Construire les traces d*uû cylindre de révolution, tan- 
gent à deux plans donnés, connaissant le rayon de la 
section droite. 

5. Construire un plan qui soit tangent à un cdno donné, 

connaissant son inclinaison sur le plan horizontal. 

3. Construire les projections de Tintersection d'une sphère 
et d'un c6ne. 

4» Un cylindre de révolution ^ dont l'axe est vertical, est 
coupé par une sphère qui a son centre sur la surface 
du cylindre. On demande : 1^ la projection verticale 
de l'intersection des deux surfaces; 2® le développe- 
ment du cylindre et la transformée de l'intersection. 

6. Construire et dUcuter la section d'un tore par un plan. 

6. Construire l'intêrseclion de deux pêr^bolcMes hyper- 

boliques engendrés chacun par une droite horisontale 
glissant sur deux droites données. 

7. Intersection de deux cAnes de révolution, dont les axes 

se rencontrent. 

8. Intersection de deux surfaces gauches de révolution , 

dont les axes se rencontrent. 
9« Construire les projections d'un cAne do révolution dont 
le sommet esl donné, et dont la base» de rayon donné, 
est située dans un plan donné. 

10. Construire les projections d*un cylindre droit, connais- 

sant sa hauteur, le plan de sa base inférieure , et lé 
rabattement de cette base. 

11. Intersection de trois cylindres. 
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12. Intersection de trois cylindres de révolution, égaux 

entre eux, et dont les axes soient des droites don- 
nées, se coupant en un même point. 

13. Une sphère, de rayon donné, touche, en un point 

donné, un plan donné P. A cette sphère, on circon- 
scrit un cône dont le sommet est donné , et qui est 
terminé an plan P. On demande de construire les 
projections de ce cône, les projections de sa base, 
et les projections du cercle suivant lequel il touche 
la sphère (*). 

14. On donne une hélice, tracée sur uu cylindre de révo- 

lution vertical, et Ton demande de construire les 
projections de cette courbe sur deux plans perpen- 
diculaires entre eux, et perpendiculaires au plan 
vertical. 

15. Construire la courbe d'intersection d'une sphère avec 

un cylindre ayant pour base le grand cercle horizon- 
tal de la sphère, et dont les génératrices sont paral- 
lèles à une droite donnée. 

16. A une sphère donnée , circonscrire un cylindre dont 

les génératrices aient une direction donnée, et trou- 
ver l'intersection de ce cylindre avec un cône ou avec 
un cylindre donné. 

17. Construire la courbe de contact d'un tore dont l'axe 

est vertical, avec un cylindre circonscrit à cette sur- 
face , et dont les génératrices sont parallèles à une 
droite donnée. On construira aussi la trace horizon- 
tale de ce cylindre. 

18. On suppose que des anneaux, à section rectangulaire, 

(*) Cette question et les six suivantes appartiennent à la Théorie des 
mnbres. 
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et tous égaux entre eux, soient assemblés de ma- 
nière à former une chaîne pesante , librement sus- 
pendue par une de ses extrémités. Dans cet état, 
deux anneaux consécutifs se rencontreront en quatre 
points appartenant à quatre arêtes intérieures. De 
plus , les axes de tous les anneaux seront horizon- 
taux, et deux axes successifs seront perpendiculaires 
entre eux. On demande de projeter la chaîne sur un 
plan donné. 

19. Un tore dont les dimensions sont données, et dont 

Taxe passe par un point donné, repose sur un plan 
donné. On demande : 1® de construire les deux pro- 
jections de cette surface ; 2° d'obtenir les projections 
de la courbe suivant laquelle ce tore est touché par 
un cône circonscrit, dont le sommet est donné. 

20. Le centre d'une sphère, de rayon donné, parcourt une 

hélice donnée, tracée sur un cylindre de révolution, 
dont Taxe est vertical. Dans son mouvement, la sphère 
est enveloppée par une surface-canal^ dont on de- 
mande les deux projections. 

21. Construire l'intersection d'un plan vertical quelcon- 

que , avec la surface-canal définie dans la question 
précédente. 
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Page 4, ligne 12, au lieu de ; si l'hypekbole génbkatrice est 
ÉQiiiLATÈRE, lîsez ; SI Vhyperbole génératrice est semblable à 
r hyperbole directrice. 

Page 8, dernière ligne, au lieu de : a nous en, lisez : à nous 
en occuper. 
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